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PREFACIO DA PARTE |

Quando se optou pela publicacdo antecipada desta parte in-
trodutéria dum trabalho dedicado ao estudo simultdneo da Medida
e da Probabilidade, havia de esperar que na mente do leitor atento
assomasse a curiosidade de saber porque foi considerado prefe-
rivel misturar duas teorias a nascenca separadas e porque se
comegou por uma exposi¢cdo sobre a Algebra de Conjuntos, que
é comparativamente desenvolvida e no decurso da qual ndo se
depara com conclusées do foro nem da Medida nem da Probabi-
lidade, salvo em raras ocasibes que se afiguram de capricho
nomenclativo (ou talvez de intencdo antecipativa).

Procuremos esclarecer, em primeira aproximagdo, qual é a
visdo de conjunto da temdtica a enfrentar.

Para jd, esta «Teoria da Medida e da Probabilidade» destina-se
a reestruturar uma publicacdo anterior, intitulada «Teoria da
Medida com relevo para a Teoria da Probabilidade», distribuindo
as respectivas matérias por Partes organizadas dum modo mais
selectivo e acrescentando, em cada uma das Partes, desenvolvi-
mentos de interesse imediato ou futuro sempre que tal se afigurar
conveniente, Certamente o leitor notard que as solugbes da maio-
ria das questbes postas emanam de conceitos e ideias em ntimero
comparativamente escasso, mas explorados por vias diversificadas.
E alids nesta estruturagcdo de ramificagdo a partir dum substrato
unificado que se esteiam o mérito e — porque ndo afirmd-lo —
a eficiéncia da teoria moderna relativa a medida e & probabilidade.

Ndo vai longe o tempo em que o ramo de conhecimentos
reservado as chamadas probabilidades — o «Cdlculo das Proba-
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bilidades» como entdo se dizia — recorria a processos empiricos
( por vezes altamente engenhosos) que resolviam satisfatoriamente
muitos problemas sugeridos pela prdtica, que se revelavam incer-
tos (ou mesmo incoerentes) perante outros problemas mais deli-
cados (algumas vezes decorrentes dos anteriores) e que falhavam
sem apelo quando a conjuntura impunha ampliacoes significativas
do quadro primitivamente tragado. Evidentemente, jd ndo se
estava na fase embriondria em que o curioso da matéria se limi-
tava a procurar detectar, com preferéncia por via matemdtica,
as manifestagbes duma «entidade» um tanto misteriosa (e até
suspeita de paradoxal) cuja existéncia se aceitava sem discussio
e a que se achava bem chamar «probabilidade». Mesmo assim
havia necessidade premente duma doutrina rigorosa, delineada nos
moldes usuais das teorias matemdticas, que partisse duma axio-
mdtica adequadamente seleccionada e que fosse capaz de atingir,
por via dedutiva, conclusées suficientemente estruturadas para
merecerem interesse intrinseco e suficientemente maledveis para
se prestarem a aplicacées proveitosas.

Por outro lado, havia uma situacdo algo parecida com a rela-
tiva as probabilidades no ramo de conhecimentos reservado aos
chamados integrais — o «Cdlculo Integral» como se dizia de ini-
cio — muito embora neste caso o fosso entre o empirismo e uma
solida teoria do integral jd tivesse sido parcialmente aplanado
por trabalhos de Cauchy, Riemann, Darboux, Stieltjes, Lebesgue,
etc. Do lado das probabilidades (e mais geralmente das medidas)
a correccdo s6 comegou a esbogar-se hd sensivelmente meio século,
através dos trabalhos de Kolmogorov, Gnedenko, Khintchine,
Rényi, Carathéodory, etc. '

,

O que é importante saber é que hd uma chave comum ndo
s6 para toda a problemdtica acima esbocada, como também para
outros ramos do conhecimento matemdtico, entre os quais pode-
mos citar o estudo das distribuicées de massa na Mecénica Ra-
cional. Esta chave comum é a Teoria da Medida.

Pois bem, nesta publicacdo vamos mergulhar a Teoria da
Probabilidade na Teoria da Medida, mais precisamente numa Teo-
ria da Medida especialmente orientada, em relagdo & qual a pri-
meira teoria representa um caso particular interessante em si,
importante para efeitos de aplicagio e interpenetrado com o caso

X



geral dum modo mais estreito do que poderia parecer a primeira
vista. Em reforco dos argumentos jd alegados, a via aqui enunciada
afigura-se como a mais natural quando se pretende partir de no-
¢oes simples dos pontos de vista intuitivo e tedrico e se pretende
chegar a um conhecimento razoavelmente eficiente e avangado com
um dispéndio de esforcos que se possa reputar como compensador.
Ora, se é verdade que o caminho assinalado redunda em acréscimo
de generalidade, também é verdade que um tal acréscimo ndo se
traduz, de modo algum, em superfluidade porque a isso obstam
diversas razbées (em parte acima esbocadas). Assim:

a) abrem-se as perspectivas exactas sobre conceitos que dou-
tro modo ficariam obscurecidos por falta de enquadra-
mento adequado; '

b) certos temas de Probabilidade pura sé podem ser deslin-
dados com o auxilio de medidas que nédo sdo probabili-

dades;

¢) muitos dos resultados obtidos convém simultaneamente
a Teoria da Probabilidade e a outras teorias na aparéncia
bem diferentes.

Posto isso, torna-se oportuno acrescentar algumas palavras
sobre a posigdo desta Parte introdutdria. Sucede que nenhum dos
assuntos da Algebra de Conjuntos ai encetados deixa de contribuir
para o estudo subsequente da Medida e da.Probabilidade, se bem
que o grau de intervengdo possa variar dum assunto para outro.
Pretendeu-se, em primeiro lugar, que mais adiante ndo houvesse
retornos. as matérias desta parte que se tornassem demasiado
frequentes e porventura desordenados, isto para ndo referir .a
conveniéncia de evitar omissdes por subentendimentos de legiti-
midade porventura mal assegurada. Uma tal precaucdo ndo se
afigurou dever ser exclusivista até ao ponto de obstar que certos
assuntos da Algebra de Conjuntos fossem desenvolvidos para além
do seu papel precursor, por forma a melhorar as facilidades de
interpretacdo, a proporcionar contexturas arredondadas e a tornar
patentes conexbes reveladoras.

Para poder acompanhar este trabalho, o leitor precisa apenas
dos conhecimentos prévios que costumam ser administrados nos
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cursos de Andlise Matemdtica dos dois primeiros anos universitd-
rios, havendo vantagem, embora nio haja necessidade absoluta,
em conhecer algo sobre a teoria do integral de Riemann-Stieltjes.
Alids, dar-se-Go as explicagbes apropriadas nos casos em que possa
haver duvidas no que concerne a preparagdo do leitor no nivel aqui
referido. E o que vai ser feito, por exemplo, a propdsito das fun-
¢bes monotonicas e das funcdes de variacdo limitada e também
a propésito dos sublimites extremos, em cada caso com uma va-
riante que jd inclui o «direito a cidadania» dos valores — ® e + *,

Além dos conhecimentos de base supracitados, este trabalho
foi redigido no duplo intento nio sé de lhe conferir autonomia
suficiente para poder ser compreendido sem a necessidade de
consultar outras obras, como também de despertar no estudioso
a vontade de procurar informar-se sobre matérias que aqui foram
omitidas. Pois, embora tenhamos desenvolvido certos assuntos
um pouco para além do usual, estava completamente fora de causa
a elaboragdo dum compéndio universal onde figurasse tudo quanto
pudesse interessar & Medida e a Probabilidade.

As diversas Partes deste trabalho estio divididas em capitulos
numerados em romano e eventualmente em subcapitulos ou sec-
cbes cada um dos quais compreende pardgrafos, estes munidos
de numeragdo drabe ininterrupta adentro da respectiva Parte e
subdivididos em niimeros sucessivos com numeracdo que recomieca
quando se muda dum pardgrafo para o seguinte. Exemplo relativo
a Parte I: o n.° 2 do § 24, pertencente a Secgdo A do Capitulo I1I,
é posterior ao n° 4 do § 20, pertencente a Sec¢do B do Capitulo I1I.
Qualquer uma das Partes compreende formulas (também deno-
minadas relagées), exemplos e exercicios que sdo afectados, em
cada um dos trés casos, duma numeragdo drabe consecutiva.

No que respeita aos exemplos, eles consistem em suplementos
a teoria e também em casos particulares: por cima dos quais se
pode passar sem inconveniente apenas quando se pretende um
simples apanhado da respectiva matéria; que em geral sd@o sus-
ceptiveis de utiliza¢do posterior sem ser somente para efeitos de
exemplificacdo; cujas justificacbes sdo sempre devidamente ela-
boradas a fim de poupar ao leitor quaisquer dificuldades adicio-
nais. Por outras palavras mais resumidas: O exemplo da ocasido
é convertivel numa fase da teoria.
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No que respeita aos exercicios, o leitor pode contornd-los
sem qualquer quebra de continuidade no encadeamento das ma-
térias. Todavia, serd util resolvé-los, se ndo houver outra razdo
para testar o grau de compreensdo alcan¢ado. Hd-os de vdrios
géneros: meras perguntas de algibeira ou de inteligéncia; aplica-
¢Oes da teoria a casos concretos ou numéricos; aditamentos ted-
ricos que ndo sdo usados mais adiante a ndo ser em novos exer-
cicios.

Segue uma ideia sumdria do contetido da Parte I,

A Secgdo A do Capitulo I comega pelas generalidades indis-
pensdveis; prossegue com o estudo das seis principais operagdes
relativas a conjuntos contidos num espaco comum e de certas
associag¢bes constituidas por tais operacoes. Para chegar as con-
clusoes pretendidas, recorre-se preponderantemente ao uso de in-
dicatrizes, uso este que pode complicar as coisas ligeira e aciden-
talmente na dedugdo das propriedades mais imediatas, mas que
¢ de longe o processo mais eficiente para a dedugio das proprie-
dades mais evoluidas. Os dois assuntos finais da Secc¢do A sdo
primeiro a, digamos, «rivalidade interna» entre os dois métodos
principais para converter uma unido numa soma e depois o estudo
dos sublimites extremos duma sucessdo formada por conjuntos,
esse & custa dos sublimites homdnimos das correspondentes in-
dicatrizes.

A Seccdo B do Capitulo I é dedicada as principais operacées
relativas a conjuntos tirados de espagos diferentes. Ai se torna
ainda mais acentuada a vantagem do recurso as indicatrizes sobre
os processos de dedugdo directa das propriedades, pelo menos nos
casos (nada raros) em que esses processos obrigariam a verda-
deiros malabarismos estilisticos.

A Secgdo inicia-se pela operagdo de restricdo a um subespago,
a qual ndo se reduz a uma formalidade mais ou menos curiosa:
jd que mais adiante é ela que permite esclarecer uma faceta im-
portante da mensurabilidade da composi¢io de duas fungies, é
ela que permite substituir em certas ocasies anéis (— o) adven-
ticios por dlgebras (— o) mais favordveis e é ela que faculta um
acesso comodo as chamadas medidas e probabilidades condicio-
nais. - :
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Segue o estudo da multiplicacdo (cartesiana) de conjuntos
onde merecem atenc¢do: o coroldrio 6, que garante a unicidade
da factorizacdo dum conjunto-produto ndo-vazio; a aceitacdo da
associatividade da operagdo; a recusa da sua comutatividade; a
prova da sua permutabilidade com a interseccdo em determinadas
condicbes que sdo do foro do parentesco entre as duas operacoes,
mais adiante reconhecido como sendo bastante estreito embora
insuficiente para declarar uma identidade inexistente. Um caso
particular da multiplicacdo (cartesiana) conduz aos chamados
espagos reais, com. ocasionais possibilidades de interpretagdo geo-
métrica comoda, em relagdo aos quais a distingdo adequada entre
o conjunto « e coordenadas infinitas com sinal declarado se re-
percute mais adiante no estudo dos borelianos, das fungées men-
surdveis e das respectivas implicacées medidistas. Sob a obser-
vancia da falta de comutatividade, acrescenta-se a extensdo da
multiplicacdo (cartesiana) ao caso de factores counstituindo uma
infinidade transnumerdvel.

O estudo prossegue com a operagdo de projecg¢do, tendo em
conta a sua eventual interpretacdo geométrica e sobretudo o caso
particular importantissimo da marginacéo, caso este que, por um
lado, se esteia na nocdo de cilindro e respectiva base e que, por
outro lado, é fundamental para uma parte considerdvel da matéria
subsequente. Chamamos a atengdo especial do leitor para a igual-
dade entre uma intersecc¢do de cilindros e o produto das respec-
tivas bases, propriedade essa que vem em apoio da interpretagdo
da multiplicagdo (cartesiana) como intersec¢do externa dos res-
pectivos factores (ou seja duma interpretagdo que pode adaptar-se
ao caso das unibes), mas que ndo estabelece de modo nenhum a
identidade com a operacdo interna homdloga.

A Secciio termina com o estudo da operagdo de corte feito
num conjunto por um ponto, uma operacdo que ndo é inteira-
mente independente das anteriores e que vem a ter o seu uso prin-
cipal a propsito das fungbes mensurdveis e dos seus integrais,
sem esquecer a sua aplicacdo para efeitos de constru¢do de pro-
dutos de medidas. ‘

A Seccio A do Capitulo II comega por generalidades relativas
a classes de conjuntos contidos num espago Q ou seja relativas a
passagem ( por vezes subentendida) de Q para o novo espago 2°.
Passam-se em revista as classes mais importantes (todas estabi-
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lizadas ), entre as quais merecem destaque os semianéis ( eventual-
mente formados por intervalos), as dlgebras e as dlgebras — o,
estas ndo sé associdveis aos respectivos espagos em pares orde-
nados denominados espacos mensurdveis, como também amplid-
veis a dlgebras — o completivas, entre as quais figuram os suportes
das futuras medidas completivas.

Segue o estudo geral da classe obtida por intersecgido de todas
as classes estabilizadas de certo tipo com a propriedade de conte-
rem uma classe dada, estudo esse que em seguida se aplica pre-
ponderantemente ao caso da dlgebra — o gerada por uwma classe
dada. Ai introduzem-se algumas férmulas ou relacdes que per-
mitem sistematizar parte da exposigdo posterior, fugindo assim
a complicacoes estilisticas doutro modo inevitdveis.

O estudo prossegue com as decomposicdes aditivas dum espa-
co mensurdvel (Q,A) que permitem langar alguma luz sobre a
estruturacdo dum tal espago e, eventualmente, sobre a construgio
de A, uma coisa e outra mesmo no caso de se dispor apenas duma
subclasse de A que seja prdpria e geradora. A Seccdo termina com
o estudo da recta de Borel nas versGes primitiva e alargada, dan-
do-se énfase as classes geradoras de cada versdo e ao seu relacio-
namento reciproco, este facilitado pela propriedade de serem bo-
relianos todos os conjuntos contidos em o .

A Secgdo B do Capitulo 1I comega pelas operagcbes de restri-
¢do, corte, projeccdo e marginacdo duma classe K, com incidéncia
especifica no caso de K ser uma dlgebra — e, caso este em que
se examinam as decomposicées dos espacos mensurdveis acompa-
nhantes, O estudo da marginacio de classes esteia-se na nog¢do de
cilindro, merecendo especial atencio a propriedade expressa pela
formula 57) ou seja a permutabilidade entre a marginacdo duma
classe e a gerag¢do duma dlgebra — o no caso de se partir duma
classe formada por cilindros com bases todas tomadas no mesmo
espago.

Segue o estudo da multiplicagdo transposta ou seja de classes
dadas, que ndo é sendo o estudo da geracdo duma classe estabili-
zada de certo tipo a partir da classe dos produtos formados com
conjuntos pertencentes as classes dadas. Esse estudo resulta par-
ticularmente simples quando os factores forem semianéis em nu-
mero finito. — Caso se trabalhe exclusivamente com dlgebras — o, a
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multiplicagdo transposta pode ser extrapolada para a multiplica-
¢do de espagos mensurdveis, valendo a pena relacionar as respec-
tivas decomposi¢des. Caso se trabalhe com factores arbitrdrios e
se pretenda que o produto seja uma dlgebra — ¢, levantam-se dois
problemas importantes, o da associatividade da multiplicacdo e
o da substituicdo de cada factor pela dlgebra — o que ele gera.
Um caso particular interessante é o da multiplicacdo de dlgebras
formando uma sequéncia ou uma sucessao.

O estudo prossegue com os cortes e com as bases de produtos
de espacos mensurdveis, merecendo especial aten¢do a proprie-
dade segundo a qual um conjunto-produto ndo-vazio é mensurdvel
se e so se forem mensurdveis todos os seus factores. O confronto
entre uma dlgebra — o A tirada dum espago-produto e o produto
das bases de A nos espagos-factores oferece compensagées, entre
as quais se destaca a caracterizagdo e a unicidade da factorizacio
duma dlgebra — ¢ em dlgebras — o. Ai os cilindros desempenham
mais uma vez um papel relevante. O caso dum espaco-produto
com factores formando uma colec¢do intransnumerdvel propor-
ciona facilidades adicionais dignas de registo.

A Secgdo termina com o estudo dos espacos de Borel multi-
dimensionais, das respectivas classes geradoras e do relaciona-
mento entre as versdes primitiva e alargada.

Dada a indole da teoria das fungdes mensurdveis, pareceu
preferivel fazer dela um capitulo da Algebra de Conjuntos a meté-
-la, extemporaneamente, como predmbulo dos integrais.

A Seccdo A do Capitulo III destina-se ao estudo genérico das
fungGes mensurdveis, comegando por generalidades sobre fungées
de liga¢ao entre espag¢os as quais, quando interpretadas como
transformagoes de conjuntos, admitem funcbes inversas respei-
tadoras das principais operacbes internas e admitem também
representagbes compativeis, entre as quais se destacam as cand-
nicas e as paralelas ( as tiltimas na hipdtese da presenca simulténea
de duas fungdes). Um caso particular importante é o duma fungdo
directa elementar ou, ainda mais particularmente, o duma funcdo
directa simples.

As breves consideragbes sobre classes induzidas preparam o
enquadramento correcto das duas definicbes de fungio mensurdvel
(a ligar dois espacos mensurdveis), cuja equivaléncia se prova em
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seguida (juntamente com algumas propriedades acompanhantes).
Chama-se a atencio para a equivaléncia entre a defini¢do de men-
surabilidade e qualquer um dos seus extratos correspondentes a
uma classe geradora da dlgebra — o de chegada.

Segue um estudo sobre a composicio de duas fungées, pri-
meiro no caso geral e depois no caso da mensurabilidade (nem
sempre coincidente com a mensurabilidade simultinea das funcées
componentes). A este propdsito, convém distinguir entre, por um
lado, a mensurabilidade duma funcdo mensurdvel com respeito
a restri¢do do espaco mensurdvel de chegada ao contradominio E
da funcdo e, por outro lado, a mensurabilidade da restricdo duma
fungdo mensurdvel a um conjunto K contido no espaco de saida,
a primeira assegurada quer E seja mensurdvel quer ndo o seja e
a outra assegurada apenas no caso de K ser mensurdvel. Merecem
atencdo ndo sé as vdrias condicbes necessdrias e suficientes para
a mensurabilidade duma funcdo elementar, como também as rela-
¢bes entre a mensurabilidade duma fungdo e a duma representagio
sua.

O estudo prossegue com o corte feito numa fun¢ido em geral
e numa funcdo mensurdvel por um ponto pertencente a um pro-
duto parcial do espaco de saida (suposto igual a um espago-pro-
duto). Também se considera a marginacdo duma funcio em geral
e duma fungdo mensurdvel com respeito a um produto parcial do
espaco de chegada (suposto igual a um espaco-produto). Merece
atengdo especial o caso dum espaco mensurdvel de chegada igual
ao produto duma sequéncia ou duma sucessio de espagcos mensu-
rdveis, caso esse em que a funcdo original é mensurdvel se e s6
se forem mensurdveis todas as suas coordenadas. Outro caso es-
pecial interessante é o da composicdo mensurdvel dum niimero
finito de funcdes elementares e mensurdveis com outra fungdio,
menos condicionada do que possa parecer a primeira vista, caso
esse que no pardgrafo subsequente permite aceitar sem surpresa
um teorema bem conhecido sobre a mensurabilidade da compo-
sicdo dum niimero finito de funcées elementares e borelianas com
qualquer fungdo cujo contradominio esteja contido nalguma recta
real.

- A Secgdo termina com a introdugdo das fungdes mensurdveis
cujo contradominio esteja contido nalgum espaco de Borel (vulgar
ou alargado). No caso dessas fungdes juntam-se diversas peculia-
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ridades notdveis cuja ocorréncia benéfica simplifica consideravel-
mente a teoria geral, mas cuja aceitagdo a priori obscurece con-
sideravelmente a esséncia da mensurabilidade ( de funcées). Agora
toda a funcdo mensurdvel passa a ter representagdo candnica men-
surdvel, as condigbes para a mensurabilidade duma funcdo ele-
mentar tornam-se particularmente cémodas e hd facilidade em
conseguir representac¢bes paralelas e mensurdveis para duas fun-
¢oes mensurdveis. Os casos particulares mais importantes sdo,
por ordem crescente de acessibilidade, as sucessées borelianas, os
vectores borelianos e as fun¢ées borelianas; estes casos proporcio-
nam novas simplificacées tedricas e o ultimo caso pode ser con-
duzido por forma a tornar irrelevante a diferenca entre as versées
primitiva e alargada da recta de Borel.

A Seccdo B do Capitulo III destina-se ao estudo das fungées
borelianas : comeca por generalidades sobre funcdes reais e poe
o problema das indeterminagées relativas a tais fungées duma
forma ajustada aos fins em vista. Retomam-se as fungoes e.b.
(elementares e borelianas) e s.b. (simples e borelianas), exami-
na-se a transmissdo do cardcter e.b. ou s.b. dumas funcées para
outras e, por fim, estabelece-se o cardcter mensurdvel dos conjun-
tos de indeterminacdo incidentes.

Segue o estudo das funcées borelianas, na qualidade ou de
limites uniformes de fungées e.b. ou de limites vulgares de fungées
s.b., umas e outras constituidas em sucessdo, estudo esse condu-
zido por forma que as fungdes de aproximag¢do ndo interfiram
com eventuais indeterminacoes e que a tendéncia possa ser mono-
ténica sempre que a funcdo-limite for ndo-negativa ou ndo-positiva.
Os supremos, os infimos e os sublimites extremos sdo apresenta-
dos «ab initio» por uma forma adequada a questées de mensura-
bilidade, concluindo-se que é boreliano todo o supremo e todo o
infimo duma sequéncia ou duma sucessdo formada por funcédes
borelianas, com as decorrentes implicacées para os sublimites
extremos de sucessbes formadas por funcées borelianas. Estas su-
cessdes sdo tais que é mensurdvel o conjunto dos pontos onde hd
limite, além de estarem em relacdo com a transmissdo do cardcter
boreliano dumas fungdes para outras.

Um primeiro relacionamento com a Andlise cldssica revela
que ¢é boreliana toda a fungdo real e continua (em sentido lato)
e que é boreliana, mais geralmente, toda a fun¢do de Baire tomada
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um vector boreliano. Prosseguindo no relacionamento referido,
reconhece-se que é boreliana toda a funcdo real dum niimero finito
de varidveis reais que, por um lado, se reduza a uma cownstante
sobre um conjunto de Borel e que, por outro lado, seja continua
em sentido lato ou dalguma classe de Baire sobre o complemento
desse conjunto. Exemplifica-se com os integrais de Riemann inde-
finidos e eventualmente multiplos.

O estudo continua com o relacionamento entre a borelianidade
e a (semi)derivagdo, a monotonicidade e a variagdo limitada.
Exemplifica-se com os integrais (simples e) indefinidos de Rie-
mann-Stieltjes.

A Secgdo termina com o estudo das fungées borelianas com-
plexas, conduzido por forma que se admitem niimeros complexos
infinitos. Para além de generalidades relativas as partes real e
imagindria, ao modulo e a amplitude, adaptam-se vdrios resultados
que generalizam outros anteriormente deduzidos para o caso das
fungoes borelianas reais. Por fim, alerta-se o leitor para a situacio
decepcionante que adviria se todo o conjunto formado por ni-
meros reais e finitos fosse um conjunto de Borel linear.

Aveiro, 15 de Setembro de 1983.
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SIMBOLOS E ABREVIATURAS MAIS IMPORTANTES

simbolo

L]

o]

« >V AV AOQ

I, por exemplo I,

-, por exemplo A-

inf
sup

lim

lim

soull

significado

pertence

nao pertence

conjunto vazio

menor ou igual

maior ou igual

contido em

contém

cresce

decresce

indicatriz, por exemplo indicatriz de A

complementacdo, por exemplo de A

implica

implica e ¢ implicada por

subtrac¢do de nimeros e de conjuntos

subtraccdo simétrica

interseccio

unigo

infimo

supremo

adicdo de conjuntos

somatério de conjuntos

sublimite minimo

sublimite maximo

dado um conjunto ou restfigio_a um conjunto;
também corte feito por um ponto

multiplicacdo de nimeros
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simbolo

8 M XX

*, por exemplo A*
* por exemplo C*

v
20

o

°, por exemplo G°

Lim.

Aviso ao leitor. Para tornar mais acessivel a leitura de certas passagens
do texto, afigurou-se conveniente recorrer a indices e subindices ou fndices
da ordem 2 e, por vezes, a indices da ordem 3. Nalguns desses casos, a com-
posicdo tipografica obrigou a desrespeitar ligeiramente o igual distancia-

significado

multiplicacido de conjuntos

multiplica¢do transposta

espaco real

espago real alargado

infinito como conjunto

projecgdo, por exemplo projeccio de A

marginacdo, por exemplo conjunto marginal
do cilindro C

unido externa
classe formada por todos os conjuntos de O

designativo da aditividade generalizada
ou da estabilizagdo com respeito a unido
intransnumerdavel

geracdo de classes, por exemplo classe
gerada por G

algebra de Borel

algebra de Borel alargada

elementar e mensuravel

simples e mensuravel

elementar e boreliano

simples e boreliano

limite de fungdes ou de conjuntos
limite definidor de integrais cldssicos

mento entre simbolos consecutivos.
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PARTE 1

ALGEBRA DE CONJUNTOS






CAPITULO I

OPERACOES A INCIDIR SOBRE CONJUNTOS






SECCAO A

OPERACOES INTERNAS

§ 1 — GENERALIDADES SOBRE CONIJUNTOS
EXTRAIDOS DE UM ESPAGCO DADO

1. Espaco ou universo

Quando se procede a elaboracdo duma teoria matemadtica, &
forcoso, quer haja a intencdo de aplica-la ulteriormente a proble-
mas praticos quer tal intengdo nio esteja nos nossos propgsitos,
diziamos € forcoso tomar para ponto de partida nogdes primérias
adequadas que se consideram como 6bvias na situagédo incidente
e que, por isso, ndo se sujeitam a nenhuma tentativa de dissecagdo.

No caso presente, o nosso objectivo é construir uma teoria
geral da medida, atribuindo um papel relevante ao caso particular
da teoria da probabilidade. Para este efeito, serve-nos de esteio
a nocdo primaéria de conjunto ndo-vazio, quer dizer com elementos,
que tenha sido fixado previamente. Como pretendemos estruturar
um tal conjunto, por vezes denominado umniverso, para os fins
especificos que temos em vista, ndo pode parecer mal se anteci-
parmos o resultado da futura desamorfizacdo chamando, desde
ja, espaco ao conjunto fixado.

Nesta conformidade, suponhamos que é dado o espago Q.
Quanto aos elementos o de @, vamos designé-los também por
pontos, isto mesmo que nao sejam pontos na acepgdo corrente
da palavra. Utilizaremos o simbolo 2(o) para referir o espaco @
cujo ponto genérico € o.



2. Pontos e conjuntos

Dado o espago Q(«), podemos separar dele conjuntos forma-
dos por pontos o, 0 conjunto  se aproveitarmos todos os pontos o
possiveis e, caso @ tenha mais do que um ponto, ouiros conjuntos
se deixarmos de aproveitar todos os pontos o possiveis. A fim de
obviar que muitos dos resultados a estabelecer mais adiante fi-
quem sujeitos a excepgdes de descri¢do enfadonha, torna-se alta-
mente aconselhavel que se introduza desde ja a convengdo seguin-
te: Seja qual for o espago @, existe nele um e um sé conjunto
desprovido de pontos o, conjunto esse que vamos representar
pelo simbolo O e a que vamos chamar conjunto vazio. Nesta con-
formidade, classificaremos de ndo-vazio todo o conjunto que esteja
provido de pontos o.

Seja A um conjunto ou vazio ou formado por pontos o. Cha-
mamos ao conjunto A singular ou elementar se e sé se ele for
formado por um tico ponto. Em todos os demais casos, chama-
mos ao conjunto A ndo-singular ou ndo-elementar. Assim O é um
conjunto nio-elementar.

Quando o ponto o fizer parte de A, escreveremos simbolica-
mente ocA e diremos que o pertence a A ou estd situado em A;
por vezes, diremos também que o conjunto A abrange ou com-
preende o ponto o. Para negar a afirmac¢do correspondente ao
simbolo eeA, podemos escrever «eA e dizer que » ndo pertence a
A, etc. Imediatamente se reconhece que, seja qual for o, vale sem-
pre oeQ e 0z0.

Recorremos ao simbolismo {¢’,”,»™,...} para assinalar o
conjunto A formado pelos pontos «’, 0”, »’”,..., todos pertencentes
a Q. Nesta conformidade, a relagdo we{w} refere muito simples-
mente que o ponto o estd situado no conjunto elementar formado
pelo dnico ponto o,

Recorremos ao simbolismo {» sujeito a uma certa relacio}
para assinalar o conjunto A formado por todos os pontos o que
satisfacam a relacdo em causa. Por exemplo, se o espagco @ se
compuser de todos os ntimeros racionais, entfio {0'< o < 2} refere
o conjunto dos niimeros racionais e positivos que nao excedam 2.
Note-se que o nosso simbolismo conduz ao conjunto O se e sé se
nio houver nenhum ponto o que satisfaca a relagdo incidente.
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3. Primeiras relagoes entre conjuntos

Escolhidos dois conjuntos A e B, ambos existentes no espago
(o), eles dizem-se disjuntos (entre si) se e s6 se ndo houver
nenhum ponto o situado simultaneamente em A e em B. E o que
sucede, em particular, quando um dos conjuntos for vazio (quer
o outro seja vazio quer seja ndo-vazio).

Em seguida, subentendemos que A e B designam sempre con-
juntos existentes em (o). Supondo que A e B sdo por ora con-
juntos ndo-vazios, pode dar-se o caso de todo o «eA ser tal que
0sB. Neste caso escrevemos indistintamente ou AXB ou B>A,
simbolismo esse que mantemos sempre que A for vazio (quer B
seja vazio quer B seja nfo-vazio) e que ndo mantemos nos casos
remanescentes. A expressio A<XB lé-se ou A estd contida em B
ou A é subconjunto de B e a expressdo B>A lé-se ou B contém A
ou B é sobreconjunto de A.

Claro que o conjunto O resulta em subconjunto de qualquer
conjunto, que o espago Q resulta em sobreconjunto de qualquer
conjunto e que, seja qual for o conjunto 4, vale simultaneamente
A<A e ASA (propriedade reflexiva correspondente aos simbolos
< e >). ‘ '

Um caso particular importante da relagdo A < B, equivalente
a B> A, é o caso em que hé pontos weB tais que ozA. Se quisermos
evitar um simbolismo especial para este caso, podemos distinguir
escrevendo, na primeira alternativa, ou A estd propriamente con-
tido em B ou A é subconjunto préprio de B e escrevendo, na outra
alternativa, ou B contém propriamente A ou B e sobreconjunto
préprio de A. Nesta conformidade, qualquer conjunto classifica-se
como subconjunto impréprio de si mesmo e como sobreconjunto
imprdprio de si mesmo.

Escrevemos A = B e lemos A é igual a B se e sé se tiver lugar
a seguinte condicdo: Escolhido arbitrariamente um ponto weQ,
ou vale simultaneamente «zA e 0:B ou vale simultaneamente wsA
e 0eB. Em todos os demais casos, escrevemos A== B e lemos A
é diferente de B.

Posto isto, vale o seguinte

Teorema 1:«Tem-se a igualdade A=B se e s6 se valerem
simultaneamente as relacbes A< B ¢ B< A



Demonstracdo. Pondo de lado situacdes de solugio imediata,
podemos supor que nem A nem B ¢ vazio. Entdo, caso se tenha
A=B, a relagdo wcA obriga a «cB e a relagdo »zB obriga a vsA,
pelo que vale simultaneamente A < B e B < A, Por outro lado, caso
se tenha essa dupla relagdo, os pontos o pertencentes a um dos
conjuntos terdo de pertencer ao outro e, consequentemente, os
pontos « ndo pertencentes a um dos conjuntos ndo podem perten-
cer ao outro, c.q.d.

Observagao. O teorema 1 € construtivo no sentido de permitir
verificar a relacdo A = B através da verificacdo simultidnea das
relacées A< B e B < A. Este processo de verificacdo ¢ teorica-
mente perfeito, mas pode conduzir a dificuldades praticas por ve-
zes insuperaveis (dependendo a situacdo em alto grau das formas
como se apresentam os conjuntos A e B).

Quer recorramos a defini¢do de igualdade entre conjuntos
quer recorramos a condi¢do necessaria e suficiente do teorema 1,
imediatamente se reconhece que A=A (propriedade reflexiva da
igualdade) e que A=B implica B=A (propriedade simétrica da
igualdade). Por outro lado, se falhar uma das relacbes A<B e
B<A, haverad desigualdade entre os conjuntos A e B. Devemos
acrescentar que nada impede que ambas as relacées possam fa-
lhar; é o que sucede, por exemplo, quando © for o espago formado-
por todos os numeros naturais, quando A for o conjunto dos
naturais pares e quando B for o conjunto dos naturais que nio
excedam 20, caso este em que A e B nem sequer sdo disjuntos
{entre si).

4. Familias de conjuntos

Seja T (t) um espago T de ponto genérico t e suponhamos
que cada teT corresponde um conjunto A; < Q, onde Q ¢é abrevia-
tura para o espago original (o). Nesta conformidade, diremos
que T é uma familia de indices t (que pode ser finita ou infinita
numerével ou infinita transnumeravel) a qual corresponderd a
familia de conjuntos A:, todos contidos em € (e ndo necessaria-
mente diferentes dois a dois).
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Caso os indices t admissiveis percorram uma sequéncia de
N<+% ntimeros naturais dispostos por ordem crescente, os cor-
respondentes conjuntos A., com n em lugar de t, constituem-se,
por sua vez, em sequéncia. Por outro lado, caso os indices t admis-
siveis percorram uma sucessio de numeros naturais dispostos
por ordem crescente, os correspondentes conjuntos A, ainda
com n em lugar de t, constituem-se, por sua vez, em sucessdo.

Sejam entdo A;, A,..., Ai,... (numeracio consecutiva) os
elementos duma sequéncia ou duma sucessdo de conjuntos con-
tidos em Q. Uma tal sequéncia ou sucessdo diz-se crescente ou
ascendente e representa-se simbolicamente por A.T se e s6 se
tivermos An<Au+ para todo o valor admissivel de n+1. Seme-
Ihantemente, a sequéncia ou sucessdo diz-se decrescente ou des-
cendente e representa-se simbolicamente por Ail se e sé se tiver
mos An>Ap. para todo o valor admissivel de n+1. Por fim, a
sequéncia ou sucessio diz-se mondtona ou, talvez melhor, mono-
tonica se e s6 se valer uma das relagdes AaT ou Aal.

Exercicio 1. Caracterize as sequéncias e as sucessdes que sdo
simultaneamente crescentes e decrescentes.






§ 2 — GENERALIDADES SOBRE (FUNGOES)
INDICATRIZES

1. A nocdo de indicatriz

Dado um espaco 2(o), hd muitos modos de introduzir uma
funcio f que faca corresponder a cada «=Q nimero f(o) (nio
necessariamente finito nem necessariamente real). Uma tal funcio
tem por dominio o espago @ e por contradominio algum conjunto
formado por ntimeros; denomina-se funcdo indicatriz, abrevia-
damente indicatriz, se e sé se o contradominio estiver contido no
conjunto formado pelos nimeros 0 e 1. H4 quem diga funcio
caracteristica em lugar de (fungfo) indicatriz, mas nfo nos con-
vém proceder desse modo porque mais adiante vai aparecer-nos
uma nog¢do de fungdo caracteristica completamente diferente e
pretendemos evitar confusGes terminolégicas.

Em face da definicdo dada, uma indicatriz digamos I(») ou
degenera na constante 0 ou degenera na constante 1 ou assume
os dois valores 0 e 1. Se representarmos abreviadamente por a uma
funcdo degenerada na constante numeérica a, entdo: o primeiro
caso referido consubstancia-se ou na identidade I(»)=0 (= signi-
fica = para qualquer o) ou na igualdade entre fungdes I=0; o
segundo caso consubstancia-se ou na identidade I(e)=1 ou na
igualdade entre fungbes I=1. Mais geralmente, se tivermos duas
indicatrizes, digamos I(s) e J(»), a sua identificagdo consubstan-
cia-se ou através da identidade I(«)=J(e) ou através da igual-
dade entre funcdes I=1J.
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Posto isto, temos o

Teorema 2: «Escolhidos arbitrariamente um nimero finito
«> 0 e uma indicatriz I definida num certo espaco, verifica-se
sempre a igualdade entre fungdes I¢ = I.»

Demonstragdo. Obvio em face de 0 =0¢e 12 = 1.

2. Correspondéncia entre indicatrizes e conjuntos

Escolhida arbitrariamente uma indicatriz I de dominio @, po-
demos fazer corresponder o conjunto A;<Q, formado pelos pontos
em que I assume o valor 1 e somente por esses pontos. Por outro
lado, escolhido arbitrariamente um conjunto B<LQ, podemos fazer
corresponder a indicatriz Is que assume o valor 1 nos pontos «eB
e que assume o valor 0 nos pontos «zB. No tipo de correspondén-
cias nos dois sentidos que acabamos de introduzir, a indicatriz
correspondente ao conjunto A: serd a indicatriz primitiva I (e o
conjunto correspondente a indicatriz Is serd o conjunto primitivo
B). Fica assim instituida uma correspondéncia biunivoca entre os
conjuntos contidos em Q e as indicatrizes de dominio Q que é
reciproca, quer dizer em que o correspondente do correspondente
é o ente original. Tal correspondéncia afigura-se muito promete-
dora, sobretudo se as relagbes principais entre conjuntos contidos
em €, por norma de tratamento directo algo complicado, forem
acompanhadas por relacdes homoélogas entre indicatrizes de do-
minio 2, por norma de tratamento mais acessivel. Eis uma situa-
¢do que vai ocorrer com muita frequéncia na continuac@o do nosso
estudo.

Para ja, temos o
" Teorema 3: «H4 igualdade entre dois conjuntos A e B, ambos
contidos no espaco dado, se e s6 se as correspondentes indicatrizes

1. e I satisfizerem & igualdade entre fungtes Ia = In'»

Demonstragdo. Obvio em face das consideracdes que precedem
o enunciado.
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Observagdo. A verificagdo da igualdade A=B facultada pelo
teorema 3 &, em principio, mais simples do que a verificagdo ho-
mologa facultada pelo teorema 1. Todavia nada impede que ocor-
ram excepgbes ao principio geral aqui aventado.

Exemplo 1. Se juntarmos aos conjuntos A e B do teorema 3
um terceiro conjunto CLQ com indicatriz (correspondente) Ig,
entdo as hipéteses A=B e B=C implicam primeiro I.=Isz e
Is = Io, em seguida I = Ic e, por fim, A = C. Fica assim estabe-
lecida a propriedade transitiva da igualdade entre conjuntos (con-
tidos em Q). Claro que esta propriedade também se pode justificar,
até com muita facilidade, por outras vias.

3. Desigualdades entre indicatrizes

Dadas duas indicatrizes de dominio ©, sejam I e J, conven-
cionemos escrever I<J (ou equivalentemente J>I) se e sé se a
desigualdade I(»)<J(o) for vélida para todo o «=Q.

Posto isso, temos o

Teorema 4: «Os dois conjuntos A e B, ambos contidos no
espaco dado, sujeitam-se & relagdo A<XB (ou equivalentemente
B>A) se e s6 se as correspondentes indicatrizes I, e Is se sujei-

tarem a desigualdade entre funcgbes I.<Iz.»

Demonstragdo. Comegemos por notar que Ia(w)<Is(o) falha
nos pontos » em que I valer 1 e Is valer O e ndo falha em quais-
quer outros pontos o, pelo que I.<Ip é equivalente a inexisténcia
de pontos o que confiram o valor 1 a Ix e o valor 0 a Is. Ora, se
A<B, entdo eeA implica «cB pelo que fica assegurada a inexis-
téncia que acabamos de referir. Inversamente, assegurada essa
inexisténcia, ou A ¢ vazio ou A € ndo-vazio e wsA implica wsB;
em -qualquer caso, resulta A<B, c.q.d.

Exemplo 2. Se juntarmos aos conjuntos A e B do teorema 4
um terceiro conjunto CZQ com indicatriz Ic, entdo as hipéteses
AZB e BZC implicam primeiro Is<Iz e Iz<Ic, em seguida I.<I¢
e, por fim, A<C. Fica assim estabelecida a propriedade transitiva
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da relagido < para conjuntos (contidos em ). Obviamente, as
-hipéteses podem ser escritas sob a forma C>B e B>A e a con-
clusdo pode ser escrita sob a forma C>A, pelo que resulta também
a propriedade transitiva da relacdo >. Claro que as duas proprie-
dades transitivas precedentes também se podem justificar, até
com muita facilidade, por outras vias.

. Exercicio 2. Prove que AXB e BLC implica A propriamente
contido em C se € s6 se ou A propriamente contido em B ou B
propriamente contido em C ; prove também que se verifica a
situacdo paralela obtida formalmente pela troca dos papéis entre
subconjuntos e sobreconjuntos. Em particular, deduza a proprie-
dade transitiva para cada uma das relagdes «propriamente contido
em» e «contém propriamente».

Exercicio 3. Use as teses dos teoremas 1 e 4 para redemons-
trar o teorema 3.

4. Indicatrizes de conjuntos disjuntos, do vazio e do espaco

Vamos acrescentar um teorema e duas propriedades relativos
a conjuntos contidos em © e/ou a indicatrizes de dominio ©.

Teorema 5: «Para que os conjuntos A e B, ambos contidos
no espaco dado, sejam disjuntos (entre si) é condicdo necessaria
e suficiente que as correspondentes indicatrizes I. e Is se sujeitem
4 igualdade entre fungdes I .Is=0.»

Demonstragdo. Com efeito, sabemos que a disjungdo entre
A e B é equivalente & inexisténcia de pontos o que pertencam
simultaneamente a A e a B, por sua vez equivalente a inexisténcia
de pontos o tais que Ia(e)=1=Is(o).

1.2 propriedade: «Caso ALQ e BLQ sejam disjuntos e caso
se tenha A’<A e B’<B, os subconjuntos A’ ¢ B’ também resultam
disjuntos.» — Com efeito, sendo I’ a indicatriz de A’ e Iy’ a indi-
catriz de B’, temos, por hipétese, Is' < I4, Is' < Iz e IuIz = 0. Logo
Iy Iy = O e a tese segue. Claro que a tese também se pode obter
por via mais directa.
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2.% propriedade: «Valem as férmulas

I,(e)=0o0ul, =0 (1)

I (0)=1 ou I,=1, (2)

onde I, e I, sdo as indicatrizes respectivamente do conjunto O
e do conjunto Q.» — A férmula 1) justifica-se pelo facto de qual-
quer ponto «z0 e a férmula 2) justifica-se pelo facto de qualquer
ponto wel.

Chegados a este ponto, chamamos a atengdo para a porme-
norizagdo das consideragdes até agora desenvolvidas, propositada
porque desejamos dispor duma base sélida para o estudo sub-
sequente das operagdes internas sobre conjuntos, quer dizer das
operagbes sobre conjuntos todos contidos no tnico espago pro-
posto. Em todo esse estudo, vamos dar as definigdes sistematica-
mente em termos de conjuntos e vamos dar as justificagdes siste-
maticamente em termos de indicatrizes, isto até nos raros casos
em que o processo das indicatrizes possa resultar ligeiramente
mais alongado do que o processo directo.
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§ 3— AS OPERAGOES DE COMPLEMENTACAO,
DE SUBTRACCAO (CORRENTE)
E DE SUBTRACCAO SIMETRICA

1. Complementacao

Conforme vinhamos praticando no § 2, vamos prosseguir,
daqui por diante, com a seguinte convencdo : Sempre que tivermos
um simbolo representativo dum conjunto contido no espago dado,
a letra I acompanhada do mesmo simbolo, colocado em indice,
passa a referir a indicatriz correspondente a esse conjunto.

Posto isso, dado o espaco @(o) e escolhido arbitrariamente
um conjunto ALQ, representemos por A~ e chamemos comple-
mento de A ao conjunto formado pelos pontos wzA. Nestes termos,
a complementacio (de A) serd a operacdo que converte A em A~
a qual se sujeita a seguinte férmula (relativa a indicatrizes):

IA~(m)El—IA(<m) ou Ii-=1-1Ia. (3)

Para verificar 3), basta considerar os casos em que Ia- assume
o valor 1 e o valor 0. No primeiro caso, 0:A~ donde weA, Ia(0)=0
e I—I.(0)=1; no outro caso, weA~ donde v:A, In(0)=1e 1 —Is(0)=
=0.

Vejamos agora as principais propriedades da complemen-
tagéo.

1.2 propriedade ou propriedade involutiva: «Seja qual for o
conjunto A<Q, tem-se sempre (A~)"=A; quer dizer ndo sé6 A~
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¢ o complemento de A, como também A ¢é o complemento de A~.»
— Com efeito, Iay-=1—1s-=1—(1—Is)=Is e a tese decorre do
teorema 3.

2. propriedade: «Seja qual for o conjunto A<Q, hd sempre
disjunciio entre A e A~.» — Com efeito, Ii(e) . Is-(0)=Is(0) . [1—
—Is(0)]=0 e a tese decorre do teorema 5.

3. propriedade : «N&do s6 a relagdo A<B ¢ equivalente a rela-
¢do A~>B-, como também a relacdo A=B ¢ equivalente a relagio
A~=B~.» —Com efeito, atendendo ao teorema 4 a férmula 3),
a relagdo A<B € equivalente a relagdo I.<Is, por sua vez equiva-
lente a relacio Ia->Is-, esta equivalente a A~>B~. Por outro lado,
atendendo ao teorema 3, A=B ¢ equivalente a I.=1Is, por sua vez
equivalente a I+-=1Is-, por fim equivalente a A~=B".

4. propriedade : «A relagio veA € equivalente a relagdo wsA~.» T

— Com efeito, temos a seguinte cadeia de equivaléncias:
oeA=2IA(0) =0=21s-(0) = 1=20:A.

Daqui por diante preferiremos sempre o simbolismo weA~ ao
outro a que ele é equivalente.

Exemplo 3. Pretendemos provar a seguinte assercdo: «Para
que os conjuntos A e B sejam disjuntos, é condiciio necessaria
e suficiente que um deles seja subconjunto do complemento do
outro. Em aditamento, verificada a condicdo referida, esse outro
conjunto serd , por sua vez, subconjunto do complemento do pri-
meiro.» — Comegando pela parte adicional, as propriedades 3.2e 1.
provam a equivaléncia entre AXB~ e (B~)"=B<A". Por isso, ndo
perdemos em generalidade se pusermos BLA~ como condigdo ne-
cessaria e suficiente do enunciado. Entdo, o teorema 5, a férmula
3) e o teorema 4 justificam a seguinte cadeia de equivaléncias:

A e B disjuntos 2 Is=0=221s- . e=Iz2[<I;-=B<A~.

+ Esta propriedade decorre também do texto subsequente i fér-
mula 3).
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2. Subtracgdo (corrente)

Escolhidos arbitrariamente dois conjuntos A e B, ambos con-
tidos em Q, representemos por A—B e chamemos diferenga entre
A e B ao conjunto formado pelos pontos o tais que se verifica
simultaneamente oA e 0eB~. Nestes termos, o conjunto A sera
o diminuendo, o conjunto B serd o diminuidor e a subtraccdo
(entre A e B) sera a operagio que converte o par A, B em A—B.

Posto isso, vale a seguinte férmula, relativa a indicatrizes :
IA—B((!’)E.IA(‘D) . [1 —In(ml)] ou I.g= IA( 1—1s ) . (4)

Verificagdo de 4). Caso se tenha Iss(e)=1, resulta In(0)=1
e Is(0)=0 donde Is(«).[1—Is(0)]=1. Por outro lado, caso se
tenha Iis(0)=0, resulta ou Is(0)=0 ou Is(e)=1=Is(e) donde,
em qualquer uma das hipéteses, Ia(o) - [1—Is(0)]=0.F

Nesta altura, convém notar que a subtrac¢do (entre conjuntos
contidos em Q) € uma operacio iterdvel. Assim, se juntarmos aos
conjuntos A e B acima considerados novos conjuntos C, D, E,...,
todos contidos em ©, podemos formar (A—B)—C, [(A—B)—C]—
—D, {[(A—B)—C]—D}—E, etc. onde os paréntesis, colchetes,
chavetas, etc. servem para precisar a ordem pela qual devem efec-
tuar-se as sucessivas operacdes de subtracgdo.

Vejamos agora as principais propriedades da subtraccao.

1. Propriedade: <A complementagdo € um caso particular
da subtrac¢do. Em pormenor, seja qual for BLQ, tem-se B-=0—B.»
— Com efeito, pela férmula 4) temos I, ;=I,(1—1,); logo a tese
decorre das férmulas 2) e 3) e do teorema 3.

2% propriedade: «Seja qual for o conjunto ALQ, tem-se
A—O=A; por outras palavras, O é diminuidor neutro.» — Com
efeito, pela férmula 4) temos In-o=14 (1—1o); logo a tese decorre

+ Caso valha ASB, o teorema 4 d4 LI»=Is donde Inz=Ii—In.
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da férmula 1) e do teorema 3. Claro que existe uma dedugdo por
via directa que evita o recurso a indicatrizes.

3.% propriedade : «Sejam quais forem os conjuntos A e B, tem-
-se sempre A—B<A.» — Com efeito, tendo em conta 4), 1—1Iz<1
impde Ixs<I.; logo a tese segue do teorema 4.

4.2 propriedade : «Sempre que tivermos AZB, resulta A—B=0.»
— Com efeito, tem-se, por hipétese, I.<Iz donde, escolhido arbi-
trariamente um ponto o, ou Is(o)=0 ou Is(e)=1=1Is(e) resultando,
em ambos os casos, Iss(w)=0 e logo A—B=0. Repare-se em que
A<B sempre que A=0, A=B e B=0Q.

5.2 propriedade : «A disjung@o entre A e B implica A—B=A.»
— Com efeito, admitida a hipé6tese de disjuncdo, o teorema 5 da
Il =0 donde I»s=1I4 e logo A—B=A. Note-se que a 2.* proprie-
dade € o caso particular da 5.2 em que B=0.

6. propriedade: «Sejam quais forem os conjuntos A, B e C,
tem-se sempre (A—B)—C=(A—C)—B.» —— Com efeito, a fé6rmu-
la 4) da

Iamy-c=[1a(1—Is)1(1—Ic) = [Ta(1—Ic)1(1—Is) =Ta.c)-
e a tese decorre do teorema 3.

Exercicio 4. Prove a disjuncdo entre A—B e B—A e mostre
que A—B=B—A se e s6 se A=B (ndocomutatividade da subtrac-

¢do).

Exercicio 5. Prove que (A—B)—C=A—(B—C) se e s6 se A
e C forem disjuntos (entre si).

3. Subtraccdao Simétrica

Em seguida, vamos definir uma operagdo que alguns autores
votam ao desprezo e que outros utilizam com a sistematicidade
possivel.
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Escolhidos arbitrariamente dois conjuntos A e B, ambos con-
tidos em ©Q, representemos por AAB e chamemos diferenca simé-
trica entre A e B ao conjunto formado pelos pontos o tais que ou
se tem simultaneamente weA e ©eB~ ou se tem simultaneamente
wsA~ e »sB. Nesta conformidade, o conjunto A serd o primeiro
termo, o conjunto B serd o segundo termo e a subtrac¢do simé-
trica (entre A e B) serd a operagdo que converte o par A, B em
AAB.

Posto isso, vale a seguinte férmula (relativa a indicatrizes):

I;\AB(Q)El IA(m’)_IB((D) I E[IA(Q)_IB((‘O')]Z (5)
ou

IAAB: ] IA—IB l :(IA—I'B)Z

Verifica¢do de 5). Comecemos pela versdo dos méduloes, Caso
se tenha I, (e)=1, resulta ou I,(0)=1 e I;(«)=0 ou I,(0)=0

e Is(e)=1 donde, em qualquer uma das hipéteses, | Ia(0)—Is(o) |=
=1. Por outro lado, caso se tenha I,,,(«)=0, resulta ou Ix(0)=
=1=I,(e) ou I,(¢)=0=I(0) donde, em qualquer uma das hi-
péteses, | Ia(o)—Is(e) | =0.

Passa-se para a versdo dos quadrados notando que
l IA‘—IB ] = IIIA_IB ]2 = (IA—IB)Z.

Claro que a versdo dos médulos tem aspecto mais simples e que
a versdo dos quadrados oferece a vantagem da sua estrutura poli-
nomial (do grau 2).

Convém notar que a subtracgfo simétrica (entre conjuntos
contidos em Q) € também uma operagdo iterdvel, isto em termos
formais sensivelmente decalcados dos utilizados para a subtrac-
¢ao corrente.

Vejamos agora algumas propriedades da subtrac¢io simétrica.

1. propriedade: «A subtraccdo simétrica € uma operagdo
comutativa.» — A tese é 6bvia em face da férmula 5).
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2.2 propriedade: «Seja qual for o conjunto A<LQ, tem-se
AAO=A, AAQ=A" e AAA=0.» —Com efeito,
L= |L—0|=I, I, =|I,—1]=I,.
e I,=|1,—L|=0.
Note-se que O é elemento neutro da subtraccdo simétrjca.

3.2 propriedade : «A subtraccdo simétrica é uma operagdo asso-
ciativa.» — Com efeito, sejam quais forem os conjuntos A, B e C,
o recurso ao teorema 2 conduz a desenvolvimentos idénticos para

Lpamac=L[(, 1) —I.F
[ paI‘a IAA(BAC) = [IA—(IB—Ic)Z]Zy

a saber a (Ia+IstIc) —2(Ials+Islo+Iola)+414Is1c.

Exercicio 6. Prove que AAB=O se e¢ s6 se A=B (compare
com a parte final da 2.2 propriedade).
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§4—AS OPERAGOES DE INTERSECGAO, DE UNIAO
E DE ADIGAO

1. Interseccao

Dados o espaco (o) e a familia de indices T(t), suponhamos
que lhes corresponde a familia de conjuntos A:<Q (veja-se o n.° 4
do § 1). Vamos representar por tle\T A: ou, mais abreviadamente, por
AA, ou, ainda mais abreviadamente, por AA, e vamos chamar
intersec¢do dos conjuntos A: (quando t percorre T) ao conjunto
formado pelos pontos o que tenham a propriedade de pertencerem
simultaneamente a todos os conjuntos A: da respectiva familia.
Nesta conformidade, é uso chamar conjuntos secantes aos conjun-
tos A: envolvidos e chamar interseccdo a operagdo que converte
esses conjuntos em tle}TA't' Note-se que a operacdo ficou com desi-
gnacdo igual 4 do seu resultado, obrigando-nos assim a distinguir
entre (operacdo de) intersecgdo e (conjunto—) interseccéo, e que
se propuseram trés simbolismos, por ordem crescente de simpli-
cidade e por ordem decrescente de expressividade, cabendo a
escolha entre eles a um critério de oportunidade.

No caso particular T={1,2,...,n,...} (familia T finita ou
infinita) € usual representar o conjunto secante genérico por Ax
(o n-ésimo conjunto secante) e ndo é raro recorrer-se a notagdo
mais pormenorizada A;AA;A ... AA A, colocando explicitamente
simbolos de intersec¢io entre conjuntos secantes consecutivos.
Assim, se tivermos T={1, 2, 3,4}, ficara A;AA;AA;8A,.
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Caso T compreenda um s6 indice t, a nossa definicdo de in-
terseccdo leva-nos a considerar o Unico conjunto A: como inter-
seccdo (degenerada) coincidente com o seu Unico conjunto secante.
Acrescentemos que ha ocasides em que convém considerar uma
interseccdo (ficticia) desprovida de conjuntos secantes, a qual
se identifica, por motivos a referir mais adiante, com o conjun-
to @ (por estranha que se afigure uma tal convengdo a primeira
vista).

Posto isso, vale a seguinte férmula, relativa a indicatrizes:

I =infI, ou I,, =infI, ou I, =infl,, (6)
t t

A
A teT t t t teT t

ter ©

onde cada um dos simbolos inf refere o infimo das fungdes I,
ou seja a fungdo que em cada ponto o coincide com o infimo nu-
mérico dos nimeros I, («), infimo numérico esse que vale 1 se
nenhum I (o) valer 0 e que vale 0 em todos os demais casos.

Justificacdo de 6). Claro que a convengédo atrds feita imp&e
um infimo coincidente com a constante 1 sempre que houver au-
séncia de conjuntos secantes. Nos demais casos, um ponto o tal
que I,, (¢) =1 d& oeA: para cada t, donde infI, () =1, e um

t t
ponto o tal que I,, (0) =0 d& oeA™: para algum t, donde
t
infI, (0)=0, c.q.d.
t

Observagdo. As férmulas 6) e 2) mostram que resulta igual
a Q qualquer interseccdo de conjuntos todos iguais a Q.

No caso particular T={1,2,...,n,...} temos uma simplifica-
cdo estrutural da férmula 6), a saber:

AA A AA
n n n n

I, =II, oul =HI"‘n' (6")

onde cada um dos simbolos II refere o produto das funcdes I,

- . . . . n
(em ntimero finito ou infinito), produto esse que em cada ponto a
coincide com o numero 1 ou com o numero 0, conforme todos os
factores tiverem o valor 1 ou houver factores com o valor 0.
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Justificagdo de 6’). Basta atender a que, escolhido arbitra-
riamente um ponto o, vale infl, (o)=I11, ().

Vejamos agora as principais propriedades da operacdo de
interseccao,

1.2 propriedade ou propriedade comutativa: «A intersecgio
¢ uma operagio comutativa em sentido lato, quer dizer é insensivel
a quaisquer trocas de lugares entre os conjuntos secantes.» — Com
efeito, nenhuma troca do tipo referido no enunciado exerce
qualquer influéncia sobre os infimos da férmula 6).

2.2 propriedade ou propriedade associativa: «A intersecgédo
é uma operacdo associativa em sentido lato, quer dizer se cindir-
mos de qualquer modo a familia de indices T(t) (inculcadora
da intersec¢do proposta) em subfamilias ou familias parciais
(disjuntas duas a duas ou seja destituidas de indices comuns
a subfamilias diferentes) Tu(tu), com o subindice u a percorrer
um conjunto ndo-vazio (finito ou infinito numeravel ou trans-
numerdvel), entdo a interseccdo de todas as interseccbes parciais
. 16&1, A, coincide com a intersec¢do primitiva A A, .» —Com efeito,
a iundiéatriz da interseccdo de todas as intersecgbes parciais, ou
seja o infimo (com respeito a todos os u admissiveis) de todos
os infimos parciais inf Ls.t , coincide com inf I, =1, , porque,

) ter by teT teTh,

se trabalharmos com um ponto eeA: para cada t, o infimo dos
infimos persiste com o valor 1 do infimo global e porque, se tra-

balharmos com um ponto ozA] para algum t, o infimo dos infimos
persiste com o valor 0 do infimo global. Escusado serd dizer que
agora as interseccdes globais degeneradas estdo fora de causa.

3.2 propriedade ou propriedade monotdnica: «Escolhida arbi-
trariamente uma interseccdo de conjuntos, ela est4d contida em
qualquer intersecgdo parcial.» — Com efeito, sendo T°(t’) uma
subfamilia de T(t), tem-se
I, =infl,

A

ZinfI, =1
t’ t At 1:51.
e a tese decorre do teorema 4.
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Em particular:

«A intersec¢do estd contida em qualquer um dos conjuntos
secantes.»

4.2 propriedade ou propriedade absorvente: «A intersecgdo
de conjuntos ¢ uma operagio insensivel a supressdo de qualquer
interseccdo parcial que contenha outra interseccdo parcial for-
mada por conjuntos cujos indices ndo entrem na primeira inter-
secgdo parcial referida.» —Com efeito, admita-se que a familia T(t)
se cinde em 3 subfamilias (disjuntas duas a duas) T*(t"), T”(t”)
e T*(t*) por forma tal que

SA>AL
que as duas primeiras sejam familias no sentido estrito do termo
e que a ultima o seja no sentido alargado de poder ficar vazia
(com as respectivas implicagGes para intersecgdes e infimos). Aten-
dendo 4 formula 6) e ao teorema 4, resulta il;];fIAt’ > le IAU, e

logo a segunda propriedade supracitada conduz ao seguinte cal-

culo:

I =1nf(1anA ,ianA ,ianA )=1nf(1anA ,ianA )=
t ot e Tt e Tt ot tE

AA

tt ot t;e\t’At

Assim a tese decorre do teorema 3.

Talvez convenha acrescentar que, por um lado, um caso es-
pecial mais simples é o caso em que houver uma subfamilia T’
ou T” com um s6 indice e que, por outro lado, o caso da subfa-
milia T’[ou T”] formada pelo tnico conjunto 2[ou O] institui o
espaco 2 [ou conjunto O] em elemento neutro [ou absorvente]
da (operagido de) intersecgio. '

Exemplo 4. «Escolhidos arbitrariamente dois conjuntos A
e B, ambos contidos no espago dado, ha disjun¢do entre eles se
e s6 se for vazia a sua intersecgdo.» — A prova decorre dos teo-
remas 3 e 5 e das férmulas 1) e 6).
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2. Unido

Retomemos a familia de conjuntos A:<Q, com o indice t a
percorrer a familia T. Vamos representar por ¥ A: ou, mais abre-
viadamente, por YA: ou, ainda mais abreviadamente, por YA: e
vamos chamar unidot dos conjuntos A: (quando t percorre T)
ao conjunto formado pelos pontos o que tenham a propriedade
de pertencer a algum (um ou mais) conjunto A:. da respectiva
familia. Nesta conformidade, ¢ uso chamar parcelas aos conjun-
tos A envolvidos e chamar unido T a operagdo que converte esses
conjuntos em Y A:. Note-se que a operacdo ficou com designagéo
igual a do seu resultado, obrigando-nos assim a distinguir entre
(operacdo de) unido e (conjunto—) unifio, e que se propuseram
trés simbolismos, por ordem crescente de simplicidade e por or-
dem decrescente de expressividade, cabendo a escolha entre eles
a um critério de oportunidade.

No caso particular T =9{1,2,...,n,...} (familia T finita ou
infinita) € usual representar a parcela genérica por A. (a n-ésima
parcela) e ndo é raro recorrer-se 4 notacido mais pormenorizada
AYAY.. VA V... colocando explicitamente simbolos de unido entre
parcelas consecutivas. Exemplifiquemos com T={1,2,3}: ficard
AiVA VA,

Caso T compreenda um sé indice t, a nossa defini¢io de unifo
leva-nos a considerar o tinico conjunto A: como unifo (degene-
rada) coincidente com a sua tinica parcela. Acrescentemos que ha
ocasides em que convém considerar uma unido (ficticia) despro-
vida de parcelas, a qual se identifica, por conveniéncia, com o
conjunto O (convengdo esta que se afigura plausivel).

Posto isso, vale a seguinte férmula (relativa a indicatrizes):

Iva =supla ou Iyva =supls ou Iya =suplr, (7)
teT t teT t ¢ t t t t t

onde cada um dos simbolos sup refere o supremo das fungdes I,
ou seja a fungio que em cada ponto « coincide com o supremo
+ HA quem diga reunido em lugar de unido.
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numérico dos nimeros I, («), supremo numérico esse que vale 0
se nenhum I, (o) valer 1 e que vale 1 em todos os demais casos.

Justificagdo de 7). Claro que a convencdo atrds feita impde
um supremo coincidente com a constante 0 sempre que houver
auséncia de parcelas. Nos casos restantes, um ponto o tal que
IVAt(w) =0 da cA; para cada t, donde sup IAt(w) =0, e um

ponto o tal que I, (0) =1 d& oeA: para algum t, donde
t
sup I, (o) =1, c.q.d.
t

Observagdo. As férmulas 7) e 1) mostram que resulta vazia
qualquer unido de conjuntos todos iguais a O.

No caso especial T={1,2,...,n,...} podemos usar um desen-
volvimento de 7) que ¢ formalmente mais complicado e que ¢é
estruturalmente mais simples, a saber:

= supl, = (7)

AIVAZVAEV....VADV...
=1, +(1-1 )L +(=1) (1=T )T, +..
et (1-L) (1L, )T, 4o

Justificagdo de 7). Escolhido um ponto » que néo pertenca
& unifo, o primeiro membro de 7’) assumira o valor 0 e o mesmo
sucede ao tltimo membro, j4 que «eA, para cada n donde o
valor 0 para cada I, . Por outro lado, escolhido um ponto » que
pertenca a unido, o 1.° membro de 7’) assumira o valor 1 e o
mesmo sucede ao tltimo membro pela razdo subsequente. Havera
um primeiro valor do indice, seja k, tal que weAx, pelo que: ou
k:l,IAl assume o valor 1 e l—IAl assume o valor 0; ou k>1,1,
assume o valor 0 para n<k, (1-I,)... (I_IAI'—l) IAk assume o
valor 1 e (1'“IA1)-'- (I—IAH) IAn tem o factor 1—~IAk=O‘ para
n>k c.q.d.

H4 um caso particular de 7°) digno de registo, a saber o caso
em que os conjuntos A, se constituem em sequéncia ou sucessio
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ascendente ou crescente, enfim o caso A.T. Corresponde a seguinte
simplificacdo de 7°):

Na hipétese Aqf, tem-se

=1, +(1-I)I, + (7”)

AVAVAV.VA V.,
12 3 n

+(A=I)I, + . +(1-1, DI, +..,
2 3 n-1 n

Justificacd@o de 7”). A hipétese AnT implica, pelo teorema 4,

a relagdo 1—1I, >...>1—1I, para todo o n>3. Como os membros
1 n-1

da desigualdade posta sé podem assumir os valores 0 e 1, resulta
(1—-1,)...(1—I, )=1-I, paratodoon=>3, c.q.d
1 n-1 n-1

Observagdo. Ha um paralelismo ou dualismo muito acentuado
quando se confrontam as consideragfes iniciais relativas a inter-
seccdo, até 4 férmula 6) incluida, com as consideragGes relativas
a unifo, até a férmula 7) incluida. Mas este dualismo quebra no
confronto entre 6’) e 7°), isto em beneficio de 6’) que é de estru-
tura mais simples do que 7). Veremos que ele vai reaparecer nas
consideragbes subsequentes.

Vejamos agora as principais propriedades da operagdo de
uniao.

1. propriedade ou propriedade comutativa: <A unido é uma
operagdo comutativa em sentido lato, quer dizer é insensivel a
quaisquer trocas de lugares entre as parcelas.» — Serve a justifi-
cagdo da propriedade comutativa da intersecgdo se substituirmos
ai infimos por supremos e 6) por 7).

2.2 propriedade ou propriedade associativa: «A unido é uma
operagio associativa em sentido lato, quer dizer se cindirmos de
qualquer modo a familia de indices T(t) (inculcadora da unido
proposta) em subfamilias ou familias parciais (disjuntas duas a
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duas) Tu(t.), com o subindice u a percorrer um conjunto nao-vazio
(finito ou infinito numer4vel ou transnumeravel), entdo a unido

de todas as unides parciais , ¥, A:, coincide com a unido primi-

u u
tiva VA, .» —Serve a justificacdo da propriedade associativa da
intersec¢do se substituirmos ai intersecg¢do por unido, infimo por
supremo, A por Y, vsA, por «eA7 e vice-versa e 0 por 1 e vice-

-versa.

3.2 propriedade ou propriedade monoténica: «Escolhida arbi-
trariamente uma unido de conjuntos, ela contém qualquer unido
parcial.» — Serve a justificacdo da 3.* propriedade da interseccdo
se substituirmos ai A por Y, inf por sup e > por <.

Em particular:

«a unido contém qualquer uma das suas parcelas.»

4. propriedade ou propriedade absorvente: «A unido de con-
juntos é uma operagdo insensivel a supressdo de qualquer unido
parcial que esteja contida noutra unio parcial formada por con-
juntos cujos indices ndo entrem na primeira unido parcial refe-
rida.» — Serve a justificagdo da propriedade absorvente da inter-
seccdo se substituirmos ai A por ¥, > por <, 6) por 7), inf por sup
e > por <.

Também serve o comentario aposto a propriedade absorvente
da intersec¢do se trocarmos ai @ e O, podendo afirmar-se que
O [ou Q] é elemento neutro [ou absorvente] da (operagdo de)
unido.

Exemplo 5. A propriedade comutativa da unido e a fé6rmula 7°)
permitem escrever

IAIVA2VA3V...VAnV... = IAk1 + (1_IAk1) IAkZ +

+ (I—IAkl) (1—‘IAk2) IAk:_ ...+ (I—IAkI)... (1“‘L\kp_1) IAkp+ ceey

(7%)
onde kj, ks, ks, ..., kp, ... representa uma permutagdo (arbitraria-
mente escolhida) da sequéncia ou sucesséo 1,2,3, ... ,n, .... Note-se
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que uma adaptagdo andloga para 7”’) falha em geral, porque é raro
ter-se A, T (na hipétese de se ter Aul).
P

Exercicio 7. Prove que VA, = A; sempre que Anl € que AAn = A,
sempre que Aqf. B

3. Adicéo.

Retomemos a unido ¥ A« e suponhamos que as suas parcelas,
por hipétese todas contldas no espaco Q, sdo disjuntas duas a duas
ou, equivalentemente, formam duas a duas intersecgées vazias (ve-
ja-se o exemplo 4). Neste caso particular, podemos chamar adicdo
a operago de unido, podemos chamar conjuntos somados as par-
celas, podemos chamar soma ao conjunto-unido e podemos repre-
sentar uma tal soma por 2‘. A: ou, mais abreviadamente, por 2At
ou, ainda mais abrev1adamente por 3A:, cabendo a escolha entre
os trés simbolismos a um critério de oportunidade. Note-se que
a soma referida é o conjunto formado pelos pontos » que tém a
propriedade de pertencer a um e sé um conjunto A: da respectiva
familia.

No caso especial T = {1,2,...,n, ...} (familia T finita ou in-
finita) nfo é raro recorrer-se 4 notagdo mais pormenorizada A, +
+A,+ ...+ A+ ... colocando explicitamente um certo simbolo
de adic@o entre conjuntos somados consecutivos. Exemplifiquemos
com T = {1,2): ficard A+ A,.

Caso T compreenda um sé indice t, consideramos o tnico
conjunto A: como soma (degenerada) coincidente com o0 seu tnico
conjunto somado. Também consideramos uma soma (ficticia) des-
provida de conjuntos somados, a qual identificamos com o con-
junto O. Conforme se v&, com menos de duas parcelas a unido serd
sempre soma ou adigéo.

Claro que a férmula 7) subsiste no caso particular da adigéo
e o mesmo se diz de 7).

31



Todavia, agora 7’) simplifica-se como segue:

IAI 4, i—A3 FobA T IAI + IAZ + IA3 tot IAn‘+ (8)
ou
I. =314
ZA n n

Justificagdo de 8). Atendendo a 7), a férmula 8) ¢ equivalente
a igualdade sup IAn =3 I“‘n sempre que os conjuntos A, forem

disjuntos dois a dois. Posto isso, se o ponto o deixar de pertencer

a soma, entdo sup I., assume o valor 0 e o mesmo sucede a 3 I, ,
n n

ja que ozA7 para cada n. Por outro lado, se o ponto o pertencer

a soma, entdo sup In assume o valor 0 e 0 mesmo sucede a 3 1, ,
n n n n

ja que veA, para um e sé um valor de n.

Pondo A; = A e A, = A~ e atendendo a segunda propriedade
da complementagéo, tiramos das férmulas 8),3) e2) que I, ; . =
= Ia + (1—I) = I, donde, pelo teorema 3, a seguinte relagéo,
valida para qualquer A:

Q=A+A" (8)

Por outro lado, seja qual for A, os diversos conjuntos elemen-
tares {0} € A resultam disjuntos dois a dois, reconhece-se que
vale a relagdo In = sup I e, portanto, a férmula 7) e o teorema

weA {w}
3 dao

A — 2. {m}. ( 8”)
Postos esses preliminares, seguem as principais propriedades
da adicdo.

Propriedades comutativa e associativa: <A adicdo é uma ope-
racio comutativa em sentido lato e também associativa em sentido
lato.» — A comutatividade da adigdo é apenas um caso parti-
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cular da comutatividade da unido. Por outro lado, a associatividade

da adicdo serd um caso particular da associatividade da unifo,

desde que as somas parciais . ET A:, sejam conjuntos disjuntos
€

u u
dois a dois (quando u varia). Ora, se v e u” % u’ forem duas
determinagdes de u, entdo a disjuncéo entre tE A e XA nio

t
’ T}
Lt w’ u u”’

pode falhar porque, se isso acontecesse, existiria um ponto o tal

que sup IAt (o). sup IAt (0) = 1 e cairiamos em contradicdo com
t uy t m ik

»
u

a hipétese de se ter IAt -I» = 0 para todos os pares tu e tu.
t

’ 1
u: u

u

Propriedade monotdnica: «Escolhida arbitrariamente uma so-
ma de conjuntos, ela contém qualquer uma das suas somas par-
ciais.» — Esta propriedade é apenas um caso particular da pro-
priedade monotdnica da unido.

Em particular :
«a soma contém qualquer um dos conjuntos somados.»

Propriedade absorvente: Se quisermos adaptar a propriedade
absorvente da unido ao caso particular da adicdo, o que vimos
a propésito da propriedade associativa da adigfo esclarece que
as somas parciais utilizaveis sfo necessariamente disjuntas duas
a duas, pelo que a precedente propriedade monotdnica e a proprie-
dade transitiva do exemplo 2 mostram que qualquer uma dessas
somas parciais sé pode conter outra soma parcial utilizdvel se
esta tiver parcelas todas vazias. Assim o conjunto O seri elemento
neutro da adicdo e o interesse da propriedade absorvente fica
por af.

Exercicio 8. D& uma condicdo necessdria e suficiente para que
uma soma de conjuntos seja igual a uma das suas somas parciais,
isto em termos dos conjuntos somados que nédo entram nessa soma
parcial. Em seguida, resolva a questdo mais geral que se obtém
substituindo no texto precedente soma por unido e conjuntos
somados por parcelas.
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§ 5— OPERAGOES INTERNAS COMBINADAS

1. lgualdades de Morgan

Quando se estd em presenca duma familia de conjuntos con-
tidos no espaco dado Q(«), pode haver interesse em fazer incidir
sobre eles operagdes diversificadas, escolhidas entre as até agora
estudadas, a que vamos chamar internas (porque nio se chega a
sair de ). Em tal caso, o uso de paréntesis, colchetes, chavetas, etc.
constitui, eventualmente, o meio apropriado para assinalar a or-
dem pela qual devem efectuar-se as operagdes envolvidas. Exem-
plifiquemos: Sendo A, B, C e D quatro conjuntos contidos em ©
e havendo disjungdo entre A e B, entdo [DA(B—C)1V{C—
—[D-A (A + B)]} designa a unifio que tem por primeira parcela
a interseccdo de D com o complemento da diferenca entre B ¢ C
e que tem por segunda parcela a diferencga entre C e a intersecc¢do
do complemento de D com a soma de A e B.

Uma situagfo especial um tanto frequente é que duas marchas
de operacées, efectuadas sobre os mesmos conjuntos e distintas
uma da outra, vio conduzir a conjuntos resultantes iguais entre
si, dando assim lugar a uma igualdade entre dois conjuntos que
se apresentam sob formas bem diversas, Uma tal igualdade podera
provar-se em principio, ou recorrendo ao teorema 1 ou recorrendo
ao teorema 3.1 Em seguida vamos apresentar algumas férmulas

+ Aqui utilizaremos preferentemente o teorema 3.
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importantes relacionadas com esta matéria. Em todas elas, as
letras latinas maitisculas representam conjuntos, contidos em Q
e com indicatrizes I afectadas de indices que sdo os simbolos dos
conjuntos correspondentes.

Para comegar, vejamos duas férmulas que institucionalizam
o dualismo observado a propésito das operagdes de interseccio
e de unifo, isto por recurso aos complementos dos conjuntos en-
volvidos. Vejamos:

Escolhidos arbitrariamente conjuntos A: com o indice a per-
correr uma familia T(t), valem as chamadas igualdades de Morgan :

a) (VA)~ =AA" ou VA= (4A7)7; (9)
b) (AA)~=VAT ou 4A. = (TA")"

que podemos simplificar, omitindo os indices t afectados aos
simbolos V e 4, e que podemos pormenorizar, substituindo esses
indices pela escrita mais explicita teT.

Justificacdo de 9). Verifica-se a primeira igualdade de 9a)

porque as férmulas 3), 7) e 6) permitem escrever

(VA )": 1= S‘%p IAt - irtlf(l - IAt) = IAA'—

t t . t ot
Posto isso, as segundas versdes de a) e de b) resultam das pri-
meiras por meio de complementagdes (propriedades 1.2 e 3.2),
Por outro lado, a primeira versio de b) equivale a segunda versio
de a) (substitua-se formalmente A, por A7, o que € permitido
atendendo a arbitrariedade da escolha dos A:).

Exemplo 6. Uma modificacdo da segunda versdo de 9b) ¢ a
formula:

AAc= (VA ~ {V [(VA) — A} (10)
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na qual o indice s é apenas o indice t redesignado (por imposigao
notacional). Falamos em modificagdo porque ¥ A; = Q e a primeira
propriedade da subtracgdo reconduzem a segunda versdo de 9b).

Justificacdo de 10). Atendendo as férmulas 6), 7) e 4), pode
justificar-se 10) provando a igualdade

il’tlf IAt = (st.s}p IAS) {1 - sup [(sgp IAS) (1- L«.t)] b

para o que convém distinguir entre os pontos o que conferem o
valor 1 a cada I,, os pontos o que conferem o valor 0 a cada I4,
€ os restantes pontos o.

Exercicio 9. Prove que ha disjuncéo entre A e B se e s se
valer A-VB~ = Q,

2. Combinacdes com a subtraccéo

Posto isso, vamos ver que qualquer subtrac¢io se pode reduzir
a outra, com o diminuendo primitivo e com diminuidor contido
no diminuendo, e vamos ver também que qualquer subtraccio se
pode reduzir a uma interseccdo ou a uma unido, desde que se
recorra a complementacdes.

Com efeito, escolhidos arbitrariamente os conjuntos A e B,
vale a férmula

A—B=A—(AAB)=AAB~=(A"VB)". (11)

Justificagdo de 11). A férmula 4), o teorema 2 e a férmula 6’)
justificam a 1.2 igualdade 11), se atendermos a

I, ,=L—-1I=I (1-I,I)=I

A-(AAB) ’ -
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devendo notar-se que AAB<A (propriedade monoténica da inter-
sec¢do). T Em seguida, as férmulas 4), 3) e 6’) justificam a se-
gunda igualdade 11), isso atendendo a

Por fim, a férmula 9b) e a propriedade involutiva da complemen-
tacdo justificam a dltima igualdade 11).

Exercicio 10. Prove que quaisquer conjuntos A e B conduzem
a relacio A—B=(AV B)—B, onde o diminuendo da segunda dife-
renga contém o respectivo diminuidor (propriedade monoténica
da unido).

Segue a chamada propriedade distributiva da intersec¢do com
respeito a subtrac¢do, a qual exprime que trés conjuntos arbi-
trarios A, B e C se sujeitam as relacdes

(A—B)AC=(AAC)—(BAC)
e (12)
CA(A—B)=(CAA)—(CAB),

a primeira relativa a distributividade a direita e a outra relativa
a distributividade a esquerda.

Justifica¢do de 12). Basta justificar a primeira verséo de 12),
ja que a outra decorre da anterior por recurso & comutatividade
da intersecgdo. Ora a primeira versdo vale porque as férmulas 6°)
e 4) e o teorema 2 permitem escrever

I(A—B)AC=IA (I_IB) I,=11, (1-1, IC)=I(AAC)—(BAC)'

Exemplo 7. Segue uma relagdo que talvez explique porque
muitos autores pdem de lado a subtracgdo simétrica. Pois, sejam
quais forem os conjuntos A e B, vale a igualdade

AAB=(A—B)+ (B—A),

1+ Por vezes invoca-se a 1.* igualdade 11) para alegar que nio vale a
pena definir diferengas com diminuidor arbitririo, Todavia, tal atitude
acarreta uma perda de flexibilidade porventura contra-indicada.
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isto porque A—B e B—A sio diferencas disjuntas, em virtude de
se ter

I I =011 (1-1,)(1-1)=0

A-B °

(férmula 4) e teorema 5), e porque
I(A—B) i (B-A) =I, ( 1~IB) +1I (I_IA): (IA“IB )2=IAAB
(férmulas 8) e 4), teorema 2 e férmula 5)).

Exercicio 11. Sejam quais forem os conjuntos A, B e C, prove
que valem as seguintes relagoes :

AMA-=0; AAB=(AVB)—(AAB); (AAB)AC=(AAC)A(BAC).

A ultima relacdo traduz uma propriedade distributiva a direita,
a qual arrasta a correspondente distributividade a esquerda por
causa da comutatividade da interseccao.

3. Interseccao e unidao

Consideremos quaisquer conjuntos A., onde o primeiro in-
dice n toma todos os valores inteiros e consecutivos tais que
1<n<N<+%, com N fixo, e onde, para cada n, o segundo indice
p. toma todos os valores inteiros e consecutivos tais que
1<p,<P,<+%, com cada P, fixo. Nesta conformidade, vale a
seguinte propriedade distributiva da interseccdo com respeito &
unido:

l: (pV An,pln) — v (Al,plA AZ,pZA “er A An,pa:l A ...), (13)

Plnpz,...,Pn,...

cuja memorizagéo € muito facilitada se nos lembrarmos da relagio
bem conhecida que resulta de 13), pondo ai N<+® e interpre-
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tando os simbolos As, como numeros finitos, as unides como
somatérios (absolutamente convergentes caso haja infinitas par-
celas) e as intersec¢bes como produtos.

Justifica¢do de 13). Passando para indicatrizes e atendendo
as férmulas 6°) e 7), a prova decorre da igualdade

H(sup Ia ) = sup (IA 14 o Ia ),

1 m
o mey PyoPypeesP s Py 2 Py

a qual € facil de controlar, quer no caso de o primeiro membro ter
o valor 1 quer no caso de o primeiro membro ter o valor 0.

Passemos para o caso particular de 13) em que, seja qual
for n, os conjuntos An,,_ se apresentam disjuntos dois a dois (sem-
pre que P.>2).

Neste caso, vale a seguinte propriedade distributiva da in-
tersecedo com respeito a adicd@o :

AG A )= 3 (Ap AAyp A AA;, A ). (13")
n pu n p D ... 1 2 n

I,Pz,...y i~

Justificagdo de 13’). Basta provar que a nossa hipétese de
disjuncéo, relativa ao primeiro membro de 13), forca as parcelas
do segundo membro de 13) a serem disjuntas duas a duas. Ora,
se

forem duas parcelas distintas tiradas do segundo membro de 13),
entdo existe pelo menos um k > 1 tal que p’ % p™%, pelo que os
conjuntos Akp, € Axp”, resultam disjuntos e logo as parcelas refe-
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ridas resultam disjuntas (propriedade monoténica da interseccio
e 1.* propriedade do n.° 4 do §2).

Um caso especial de 13’) é a férmula
A=(AAB)+ (A—B), com A e B arbitrdrios. (13”)

Justificacdo de 13”). Em 13’) faca-se N=3, P1=2, P,=3, A=
=A, A;;=B e A;,=B~ ¢ atenda-se a propr1edade absorvente da
1ntersecgao e as férmulas 8’) e 11).

Observagdo. O segundo membro da férmula 13) ou 13’)
reveste-se ‘duma caracteristica talvez algo inesperada. — Antes
de mais nada, a poténcia do conjunto formado por todas as inter-
secgOes que figuram no segundo membro é uma poténcia que
certamente nio aumenta quando os numeros P, (finitos ou infi-
nitos) decrescem (em sentido lato). Por outro lado, se todo o
P.<3 e se houver uma infinidade de nimeros P.=3, digamos
os numeros Pn_(m=123,...), cada um dos correspondentes in-
dices pa, assume os valores 1 e 2 e cada um dos restantes indi-
ces pa (se os houver) assume apenas o valor 1. Nesta conformi-

dade, as parcelas-intersecgéo

A A, A A
A, AA, ALAA AL

ficam em correspondéncia biunivoca e reciproca com as dizimas
0, ma, m,... ... onde, escolhido arbitrariamente o valor de m,
o algarismo 7, _ vale 0 se pa, = 1 e vale 1 se pa, = 2. — Caso se
use o sistema de numeragdo de base 2 (cujos algarismos dnicos
sdo 0 e 1), aquelas dizimas preenchem o intervalo fechado for-
mado pelos niimeros compreendidos entre 0 e 1, aparecendo alguns
ntimeros por duas vezes, como ¢ o caso das dizimas 0,00(1) (pe-
riodo 1) e 0,01(0) (periodo 0) que tém o mesmo valor (0,01 nesta
numeracio que corresponde a 0,25 na numeracio decimal). Ora
os ntmeros do intervalo fechado referido formam um conjunto
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com a poténcia do continuo; os numeros repetidos sio todos
racionais e, portanto, formam um conjunto com poténcia inferior
4 do continuo (quando muito numerdvel). Consequentemente,
as dizimas supracitadas formam um conjunto com a poténcia do
continuo. Concluimos assim que as parcelas-interseccdo do se-
gundo membro de 13) ou 13’) formam um conjunto com poténcia
pelo menos igual a do continuo sempre que houver uma infinidade
de numeros Pn.>3. — Posto isso, se houver apenas um ntimero
finito (eventualmente nulo) de grandezas Px>3 (finitas ou infi-
nitas), é bem conhecido que as nossas parcelas-intersecgédo for-
mam um conjunto infinito numerdvel caso haja algum Pp=+®
e formam um conjunto finito com ? (Pu—1) elementos nos de-

mais casos. Em particular, se N<+® e se P»=3 (n=1,2,... N—1),
as parcelas-interseccdo formam um conjunto finito com 285 ele-
mentos.

Exemplo 8. H4 uma propriedade distributiva da unido com
respeito a interseccdo, expressa através da férmula

V(AA'nxp ) =
n p n P

o 172" n

A (A1p, VAzp
P, 1

V...VAn,an...), (14)

2

que se pode provar por um processo semelhante a justificacdo
de 13) recorrendo, para o efeito, a supremos e infimos de indi-
catrizes. Dizemos infimos de indicatrizes em lugar de produtos
de indicatrizes, porque a indicatriz da interseccio do segundo
membro de 14), pela férmula 6) igual ao infimo das indicatrizes
dos conjuntos secantes, em geral ndo se sujeita a férmula 6’),
como quem diz ndo se reduz ao produto dessas indicatrizes; isto
porque a observagdo precedente esclarece que os conjuntos secan-
tes em geral nfo se constituem em familia finita ou numeravel.
Como alternativa, podemos deduzir 14) de 13), substituindo em
13) todos os conjuntos pelos seus complementos (tdo arbitrarios
quanto o sdo os conjuntos) e fazendo, em seguida, aplicaces
consecutivas e adequadas das férmulas 9) ou seja das igualdades
de Morgan.
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Exemplo 9. Sejam quais forem os conjuntos A e B, vale a
férmula

A—(A—B)=AAB, . (15)
com o caso particular
A—(A—B)=B se B<A. - (15%)

Justificacdo de 15) e 15°). A férmula 11), a propriedade invo-
lutiva da complementago, a férmula 13), a segunda propriedade
da complementagio, o exemplo 4 e a propriedade absorvente da
unifio permitem escrever

A—(A—B)=AA(A—B) =AA(A"VB)=AAB,

Deduzida assim a férmula 15), o caso particular 15’') é uma
consequéncia imediata da propriedade absorvente da intersec-
cao.

Exemplo 10. Escolhida arbitrariamente uma sequéncia ou su-
cessdo decrescente formada por conjuntos A, entdo, seja qual for
o valor particular k de n, vale a férmula

v (A A ) = I{_(DI;IAn)’ isto na hipétese Anl. (16)

nzk

Justificagdo de 16). Se o indice m for o indice n redesignado,
entdo a férmula 10) permite escrever, quer se tenha Al quer
néo se tenha isso, a relagéo

A A=(Y AV (7 A)-AL.

n>k n

Caso se tenha A.l, as propriedades absorventes da intersecgdo
e da unido dio

AA=AA ¢ VA=A,

n2k n n2l n m2k m k
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pelo que fica

A A A - [ v (A A )1, isto na hipétese Anl.

n>2l n

Pela 3.2 propriedade da subtracgdo, tem-se Ax—Ax<Ay para
n>k, donde V (A A)<A 1 Posto isso, basta por A= A e

B= V (A —A ) donde A B: A A , para que 15°) se transforrne

n>t

em16) ch

Exercicio 12. Deduza as seguintes igualdades entre conjuntos:
(AVB)—C=(A—C)" (B—C)

(uma espécie de propriedade distributiva da subtracgéo);
(A—C)A(B—C)=(AAB)—C;
(A—B)—C=A—(BVC);
A—(B—C)=(A—B)V(AAC).
Exercicio 13. Deduza as seguintes igualdades entre conjuntos :
(A—B)A(C~D)=(AAC)—(BVD);

(A—B)—(CAD)=[A—(BVC)] ¥V [(AAD7)—BI.

4. Conversido de unides em adicOes

Na continuagdo do nosso estudo vai surgir, com certa fre-
quéncia, a necessidade de converter a unido dos conjuntos A,
duma sequéncia ou sucessdo na soma dos conjuntos doutra se-

+ Recorreu-se a seguinte propriedade, com alternativa: Caso B. <
Z[ou >]B para cada t, entdo VB¢<[ou ABt>]B —Vale porque IB
<[ou >]11Is para cada t implica SuP IB <[0u lnf IB 211
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quéncia ou sucessdo, construidos a partir dos A por meio dum
nimero finito ou duma infinidade numeravel de interseccées
e subtracgbes (que podem ser complementagdes). Nesta ordem
de ideias, escolhidos arbitrariamente os conjuntos Ay, Az, As, ...,
A, ... (em numero finito ou infinito) e sendo ki, k2, ks, ... , k, ...
uma permutagdo arbitrdria dos ntmeros 1,2,3,...,n,..., vale a
seguinte igualdade:

F (A AA T, AA) F o F (AT A AT (AA)F L,
(17)

cuja versdo mais utilizada ¢ a que corresponde a k.=n para
cada n.

Justificagdo de 17). Atendendo as férmulas 3) e 6’), reco-
nhece-se que as parcelas do 2.° membro de 7*) sdo, por ordem,
as indicatrizes das parcelas do 2.° membro de 17). Se escolhermos
arbitrariamente dois valores do indice p, digamos q e r>q, as
correspondentes parcelas do 2.° membro de 7**) formam um pro-
duto com o factor IAk (1- Le.k )=0 e, portanto, as correspondentes
parcelas do 2.° membro de 17) sdo conjuntos disjuntos, isto pelo
teorema 5. Nesta conformidade, a férmula 8) mostra que o 2.°
membro de 7°*) é a indicatriz do 2.° membro de 17). Portanto,
o teorema 3 permite ultimar a nossa justificacéo, c.q.d.

Passando para o caso particular em que ko=n para cada n
e em que os conjuntos A, crescem, as férmulas 7”), 4) e 8) e o
teorema 3 mostram que vale a férmula especial

AVAVAV... VAV =A
a17)
+ (As—Ar) + ... + (An—An) + ..., isto na hipdtese A.T.

Supondo que os conjuntos A: sdo disjuntos dois a dois ao
longo da familia de indices T(t), o mesmo sucede ao longo de
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qualquer subfamilia. Entédo, seja qual for a subfamilia T°(t’) de
T(t), temos a seguinte férmula auxiliar, por vezes bastante ttil:

2 A =(3A)— (2
t;&t'At_(tAt) (f At’)’ (18)

isto se os A: forem disjuntos dois a dois.

Justificagdo de 18). Se igualarmos a A o diminuendo de 18)
e se igualarmos a B o correspondente diminuidor, entdo a pro-
priedade monoténica da adicdo da BLA e, portanto, a férmula 4)
e o teorema 4 ddo Is-s=I.a—Is.T Posto isso, a férmula 7) e o teo-
rema 5 arrastam '
=(supla )—(supls )=supla =1, ,
P t " t t z

A

(ZA)-(24,,)
tt pt tt’ toits b

pelo que o teorema 3 permite terminar a nossa justificacéo.

Vejamos agora outra férmula baseada na ideia que nos levou
a 17), mas de estrutura algo diferente. Com os mesmos conjun-
tos An usados em 17), vamos deduzir a relacdo

VA= 3% (Aip Mgy A AAny AL, (19)

pl,pz""'p'n' e

onde cada p. assume os valores 1 e 2, sob a reserva expressa (pelo
simbolo 3*) de se omitir o caso pi=p:= ... =px= ... = 2, e onde,
seja qual for n, vale a convenc@o An1=Ax € An2=AT.

Justificacdo de 19). A propriedade absorvente da interseccao,
as férmulas 8’) e 13’) e as propriedades comutativa e associativa
da adicdo permitem escrever '

Q=0A0A AQA . —_A(E'Au,p )= (AA) +
n p n n m
n

Fpo3 (A Ay Al AAs, AL

Plypz,...,Pny...

+ Incidentemente, fica provado que BZA implica Ii-p=1.~—Is.
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Em seguida, a férmula 18), com diminuendo igual a © e com
diminuidor igual a AA~, permite ultimar a dedugéo, se tomarmos

em conta a 1.° propriedade da subtracgio e a férmula 9a).

Observag¢do. Recordando a observagdo posta a seguir as for-
mulas 13), podemos afirmar o seguinte: ou hid uma infinidade
de conjuntos A. e as parcelas-intersec¢do do 2.° membro de 19)
formardo um conjunto com a poténcia do continuo; ou hia um
nimero finito M de conjuntos A, e as parcelas-intersecgdo do
2.° membro de 19) formardo um conjunto finito com (2¥—1)
elementos.

Fechamos com um estudo comparativo dos segundos mem-
bros de 17) e de 19). S o

a) Caso do segundo membro de 17). O conjunto das parcelas
tem, em todos os casos, a mesma poténcia (finita ou in-
finita) que o conjunto das parcelas do correspondente 1.°
membro. Cada uma das parcelas do 2. membro tem con-
juntos secantes em numero igual ao seu nimero de ordem
e, além disso, a soma do 2.° membro é em geral muito
sensivel a permutacdes dos indices. Acresce que o leitor
poderd achar conveniente verificar que, escolhido p>1,
em geral ndo hd soma parcial igual a Ax ; veja-se, por
exemplo, o caso p=2 e O+4A, propriamente contido em
Ay, : :

1

b) Caso do segundo membro de 19). Ponhamos de lado o
caso em que ha um sé valor assumido por n, um caso
manifestamente destituido de interesse. Entfo, hd «mais»
parcelas no 2.> membro do que no 1.°: ou porque sdo em
‘ntmero de 2¥—1 e M ou porque apresentam as poténcias
do continuo e do numerédvel. Cada uma das parcelas do
2° membro tem conjuntos secantes em ntimero igual ao
numero de parcelas do 1.° membro. Por outro lado, a soma
do 2.° membro € insensivel a quaisquer permutagdes dos
indices 1,2,...,n,... (pelas propriedades comutativas da
intersecgdo e da unido). Por fim, o leitor pode verificar
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que, escolhido um valor n’ de n, o conjunto Ay do 1°
membro é uma soma parcial do 2.°° membro, a saber a
soma parcial que se obtém suprimindo as parcelas em

que pn’ = 2.

5. Limites de conjuntos

No n. final do §5 vamos trabalhar com sucessées de conjuntos
A.€2(n=1,2,3,...). Dada uma tal sucessdo, tem interesse con-
siderar os conjuntos, digamos B e C, definidos como segue:

B="V(AA)=1limA e C= A (V Ay) = lim A,
n>1 m2n n->+00 n>1 m>n n~»+00

(20)

a que vamos chamar, respectivamente, sublimite minimo e sub-
limite mdximo, em ambos os casos da sucessdo formada pelos
conjuntos An.

Atendendo as férmulas 7) e 6), é 6bvio que vale

Is = sup (inf I, ) e Ioc= inf (supIs ). (21)

a>»! m>n T n>1 m>n W
Escolhido arbitrariamente um ponto o, cada nuimero

inf In (o) [ou supla (‘w")]

m>»n T m>n ™

é o valor assumido por uma das ‘indicatrizes ‘IAm((Dv), IAn+1((x)),
Is,,,(@), ..., com indice numérico o mais baixo possivel, valor
esse que cresce [ou decresce] (quando n cresce) e logo tende
para um limite igual ao respectivo supremo [ou infimo]. Por
outras palavras, seja qual for », o nimero Is(e) [ou Ic(e)] é
um sublimite da sucessdo formada pelos nimeros I («) e, por-
tanto, a funcdo Is[ou I¢], de dominio ©, € um sublimite da sucesséo
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formada pelas fungdes I4,. Ora, caso se tenha Is(w)=1 [ou Ic(e)=
=0], resulta inf'I» (0)=1 [ou.sup IA (@)=0] para um certo va-

m>n’ m . m>n’

lor n’ de n, donde In_(e)=1 [ou = 0] para todo o m>n’; por isso,
o sublimite encontrado ¢ o sublimite minimo [ou maximo] da
sucessdo formada pelas indicatrizes I, , facto esse que se regista
através da férmula :

Is = lim I e Io= lim L, o (22)

n n

n—>+00 n—>+00

a qual corrobora a. ]usteza das designacoes. atrlbuldas aos con-
juntos B e C.

Posto isso, a féormula 22), a desigualdade 6bvia

lim IA < lim \IA ,

n . n

n—>+00 n->+co

o teorema 4 e a férmula 20) mostram que

B<ZC ou lim A< lim A.. ‘ (23)

n—+0o0 n—-+00

Observagdo. Atendendo a 21), reconhece-se que Is(v) assume
o valor 1 se e s6 se existir um n’ tal que inf In (w) = 1, quer

. m>n’ - W0
dizer tal que Ii ,(o)=Is,, (o)=I4, +2(m)—...—l Por outro lado
Io(w) assume o valor 1 se e s6 se supIs (0)=1 para todo o n,
m>n M

quer dizer se e sé se houver uma infinidade de valores de n para
os quais I (e)=1. Daf uma nova caracterizacdo dos conjuntos B
e C, a saber: B ¢ o conjunto formado pelos pontos o tais que cada
um deles pertence a todos os An, com possivel excepcio dum nii-
mero finito; C é o conjunto formado pelos pontos o tais que cada
um deles pertence a uma mfmzdade de A..

Caso se tenha B=C e somente neste caso; ndo s6 representa-

mos o conjunto comum por lim A.=A, como também chamamos
n—>+00

a A limite da stucessdo formada pelos conjuntos Ax (a -qual se
classifica como convergente para A).
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Atendendo ac teorema 3 e as férmulas 20) e 22), reconhece-se
imediatamente que o limite A aqui definido existe se e sJ se existir
lim Is (fungdo comum a Is e a Ic), caso este em que o ultimo

n—»+oo P

limite coincide com la.

Vejamos agora algumas propriedades da passagem ao limite
em sucessbes de conjuntos.

1.% propriedade: «Caso a sucessdo formada pelos conjuntos
A, seja crescente [ou decrescente], o seu limite existe e coincide
com ‘:An [ou ﬁAn].» — Com efeito, a hipétese Anl[ou {] institui
as indicatrizes In, em sucessdo crescente [ou decrescente], pelo
que existe lim Ia _=sup IAn [ou inf I.1=I [ou IAA 1 (férmulas

n—-+0o o n n

7) e 6)). Logo existe lim A, = A =V Aq [ou 2 A4].

n—>-+o00

Propostas duas sucessbes, uma formada por conjuntos An
e outra formada por conjuntos Bn, elas dizem-se disjuntas (entre
si) se e s6 se A, for disjunto de B. para cada n. Nesta conformi-
dade, temos

2.2 propriedade: «Escolhidas arbitrariamente duas sucessdes
disjuntas e ambas convergentes, os respectivos limites resultam
também disjuntos.» — Com efeito, existem, por hipétese,

. lim A=A e lim B, =B,

p—»-ijoo n—§+00
com A: e B, a representar os termos genéricos das duas sucessoes.
Logo existem

lim In =1s e lim Is =1Is.
o+ T ns+co B

Também, por hipétese, In Is =0 para cada n (teorema 5). Por-
tanto, I, Is =0 e a tese segue.
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Exercicio 14. Escolhida arbitrariamente uma sucessdo de
conjuntos Ax (n = 1,2,3,...), mostre que:

a) os seus sublimites minimo e maximo nédo se alteram se
modificarmos um numero fiinto de termos da suces-
sao;

b) valem as igualdades ( lim A )"= lim A7

n->+00 a—-+co

e (lim A) = lim A7;
nstoo n-s+00

c) seja qual for o conjunto B, tem-se

B—( im A:) = lim (B — Aa)

n—-+00 n—>+00

n--t00 n—>-+co
Exercicio 15.

a) Se os conjuntos Ax(n=1,2,3,...) forem disjuntos dois a
dois, entdo lim A, =0 = lim Ax;
n->-00 n—400

b) caso se tenha A.=A para n par e A,=B para n impar,
resulta lim A, =AAB e lim A, =AVB;

o—>+00 n—-+o0

¢) se @ for o espaco formado pelos nimeros reais, ponha

1 1
An={0<m<1~5—}paranpareAn={F<m<1}para

n impar e, em seguida, mostre que a sucessdo assim defi-
nida é convergente sem ser monoténica.
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Exercicio 16. Dadas duas sucessoes convergentes, uma formada
por conjuntos Ax e outra formada por conjuntos Ba(n=1,2,3, ...),
mostre que:

a) lim A~ _(hmA)

n—-+co- B mn—>-+00

b) lim (An—Bn)—(hmA)——(hmB)

n—>+00 n—>+go - a»too

¢) lim (AsAB.) = (lim Ay)A( lim Bn);

n->+00 n—>-+00 n—>too

d) lim (AsdB.) = (lim A.)A( lim Ba);

n—>-+oo n—-+o00 n—>+400

e) lim (AuVBu) = (lim A.) Y ( lim B,);

n->+00 n->+00 n-»-+00

f) caso as sucessdes dadas sejam disjuntas, lim (A, + B,) =
=>4 00

= ( lim A.) + ( lim B,)

n—+co n—+o0



SECCAO B

OPERACOES EXTERNAS

86— A OPERACAO DE RESTRICAO

1. Generalidades

Dum modo geral e nomeadamente em questbes de medida
e de probabilidade, nfo é raro haver necessidade, por um lado,
de trabalhar simultaneamente com conjuntos contidos em espacos
que variam duns conjuntos para outros e haver necessidade, por
outro lado, de relacionar tais conjuntos por meio de operagdes
adequadas, a que vamos chamar externas (porque nio nos per-
mitem permanecer dentro dum espaco tnico).

Neste pardgrafo vamos comegar por uma operacdo externa
que tem a peculiaridade de se apoiar apenas em dois espagos,
tomados por ordem, sendo o segundo espaco condicionado pelo
primeiro.

Dado o espago Q(v), abreviadamente Q, considere-se um con-
junto fixo e ndo-vazio @’<Q, de ponto genérico «’, e institua-se
esse conjunto em novo espaco £’(«’), este emanado de Q, pelo que
o classificamos como subespaco de Q. Recorremos ao simbolo 2/’
para representar um tal subespago. Esta notagio inclui o caso
particular do subespaco (impréprio) /@ ou seja do espacgo ori-
ginal considerado como subespaco de si mesmo. No caso geral, o
subespaco, suposto utilizdvel, serd em principio tanto mais van-
tajoso quanto mais amplo for €~ ou seja o conjunto dos pontos o
omitidos na passagem para o subespaco.
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Escolhido arbitrariamente um conjunto A <, sabemos que
AAQ L@ e, por isso, podemos passar a intersec¢do A AQ’ para
conjunto contido em ©/2’ e, como tal, representé-la pelo novo sim-
bolo A/Q’ que vamos ler: ou A dado @’ ou A sob a condicao @
ou A na hipdtese @ ou restricdo de A a &'. Quanto a ultima desi-
gnagao, usamo-la também para referir a operagdo que converte A
em A/Q. Note-se que A/Q designa o conjunto inicial A na nova
notacao.

Observagdo. As diversas denominagdes do conjunto A/Q’ fo-
ram escolhidas no intuito de adapté-las o melhor possivel a algu-
mas situagbes concretas bastante frequentes.

Posto isso, seja qual for a fungdo f(») do tipo referido no
n.° 1 do § 2, vamos representar por [f(»)] _ . ou, abreviadamente,
por (f) . ou, ainda mais abreviadamente, por f(v’) a subfuncdo
que se obtém a partir de f(») restringindo o dominio @ a ©’, como
quem diz passando do espago @ para o subespago 2/Q’.1 Nesta
conformidade, vale a seguinte relacdo entre as indicatrizes de A
e de A/’ : ’ ‘

IA/Q’(m’) =I,,,(s) ou I, = (G SV B (24)

Justificacdo de 24). Caso o’ confira o valor 1 [ou 0] ao 1.°
membro, resulta « AAQ’ [ou (AA2’)~], donde o valor 1 [ou 0]
para I c.q.d.

AAD?
Note-se que todo o ponto «s’~ estd fora do dominio de I, Jo
e atribui o valor 0 a I,,,.; por outras palavras, I, .. ndo existe

em @ el anula-se identicamente em Q'

AAQ

2. Propriedades

Vejamos agora as principais propriedades da operagio de
restricio. Em todas elas, as letras latinas maitisculas (eventual-
mente afectadas de indices) designam conjuntos contidos em ©.

+ A esta subfuncio chama-se também restrigdo de f(w) a .
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Para comecar, temos a férmula
a) A/Q =B/ se e s6 se AAQ = BAQ’; (25)
b) caso se tenha B>Q’, entdo (AAB)/Q = A/Q’;

c) caso se tenha Q'>Q”=£0, entdo (A/Q°)/Q” = A/Q”.

Justificacdo de 25). Pode fazer-se & custa de 24). Vejamos:

a) A/Q = B/ ¢ equivalente a I, (') =1, ('), por sua

w)=1I,, (o) e logoa AAY’ = BAQ’;

anaC

“vez equivalente a I BAQ

b) atendendo a a), basta provar AAQ’=(AAB)AQ’=AA(BAQ),
uma relagdo ébvia quando B>Q’;

c) sendo «” o ponto genérico de @7, qualquer o” seri o,
93y 39y 33) .
resulta I, o.(o7) = L gy ()= 40 )00 (07)=

— »
=I , 1 /Q,,(ma ) e a tese segue.

Vejamos agora uma férmula cuja primeira parte trata da

passagem do simbolo < entre dois conjuntos de Q para as res-
pectivas restrigdes a @', cuja segunda parte refere a propriedade
distributiva da restricdo com respeito a subtracgdo e cuja parte
final permite permutar operacdes de restricdo, todas a @, com
complementagcbes, uma com respeito a @ e outra com respeito
a Q/Q.

2) A<BSA/Q <B/Y; | (26)
b) (A—B)/@=(A/Q)—(B/?);
¢) (B-)/@’=(B/2")".
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Justificagdo de 26).

a) Atendendo ao teorema 4 e as férmulas 6’) e 24), a tese
decorre de I,<I, I, I, <I I, =51, ,<I .;

b) atendendo as férmulas 24), 12) e 4), a tese decorre de
I(A—B)/Q’(‘“’) = I(AAQ‘) - (BAQ’)((D’) = IA/Q’(O”)[I_IB/Q’("”)] =

= I(A/sr)—m/n')(“”) ;

c¢) resulta de b) pondo A = Q.

Por fim, uma férmula que refere as propriedades distributivas

a

da restri¢do com respeito a intersec¢do, a unido e a adi¢do, na
qual figura um indice t a percorrer uma familia T:

a) (AA)/@= A (A/Y); (27)
b) (V. A)/@ = ¥ (A/2);
c¢) caso os conjuntos A sejam disjuntos dois a dois,
p) ' 3 ’
(te’l‘ At)/Q T ter (At/ﬂ ).
Justificacdo de 27).

a) Atendendo as férmulas 24) e 6) e as propriedades 1.2, 2.2
e 4.2 da intersecgdo, a tese decorre de

J— 2y — 3 1y — .
I(AAt)/ﬂ’ (wl’):IA(AtAQ’) (a) ):: ll’lf IAt/Q, ((.l! )=IA(1\t/Q’) ((1)’)’
t t t

b) atendendo as férmulas 24), 13) 1 e 7), serve o calculo
de a), com ¥V em lugar de A e com sup em lugar de inf;
t t t t

T Na versdo (V A)r= Y (A A), com t em lugar de p, ps, ..., Py ...,
cuja justificacdo pode ficar ao cuidado do leitor.
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¢) basta justificar a disjungdo duas a duas entre as parcelas
do segundo membro, o que se faz como segue: sejam quais
forem as determinacées t* e t**£t* do indice t, a hipétese
de 27c) e o teorema 5 ddo Ii,(o)-Ia,(0)=0, donde,
atendendo a férmula 24), a 3.2 propriedade da interseccéo
e & 1.2 propriedade do n.° 4 do § 2, a relagdo I, m,(m’) .
‘I, g(0)=0, c.q.d. *

A
et

Exemplo 11. Na alinea c¢) da justificagdo de 27) recorreu-se
a 1.2 propriedade do n.° 4 do § 2, a qual ndo funciona em sentido
inverso. Por isso, ¢ perfeitamente possivel que as restricdes Aw/Q’°
e Auw/Q" sejam disjuntas sem que o sejam os conjuntos Aw e
Aws. O leitor pode exemplificar com o caso ©@={1,2,3}, @’={1,2},
A ={13} e A, ={2,3}.

Exercicio 17. Deduza a relagio (AAB)/Q’ = (A/Q’) A (B/9)
(propriedade distributiva da restri¢cdo com respeito a subtrac¢do
simétrica). Para o efeito, aconselha-se o uso das férmulas 5) e 24)
e do exercicio 11.

Exercicio 18. Mostre, através dum exemplo, que a relacdo

= [ou € ] entre duas restri¢des a @’ nem sempre impde a relagédo
analoga entre os conjuntos restringidos.
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§ 7— MULTIPLICACAO (CARTESIANA). ESPACOS REAIS

1. Generalidades

Neste paragrafo vamos tratar dum tipo de operagdo externa
sobre conjuntos contidos em espacos diferentes em que estes po-
dem ser em niimero superior a 2 e escusam de ter qualquer ligagcdo
entre si.

Dada a sequéncia ou sucessdo formada pelos espacos 21,9, ...,
Qn, ..., com pontos genéricos respectivamente oy, o, ... ,on, ..., OU
seja dados os espagos Q(ey), 22(w2), ... ,2a(wn), ..., representemos
por (e, @z, ... s0n,...) = o todo 0 agrupamento ordenado composto
por pontos tais que o primeiro pertence a Q4, o segundo pertence
a Q, etc., o n-ésimo pertence a @, etc. Escolhido qualquer um
desses agrupamentos », ndo sé6 podemos interpreta-lo como ponto
do espaco @ formado por todos os agrupamentos admissiveis,
como também podemos classificar os pontos agrupados como
coordenadas do ponto o em causa, sendo o; a primeira coordena-
da, o, a segunda coordenada, etc., en a n-ésima coordenada, etc.

Posto isso, sejam quais forem os conjuntos A; € Q;,A; < Q,, ...,
Ay £ Qy, ..., fagamos corresponder, no espaco 2, o conjunto A
formado pelos pontos o tais que o; eAy,e; €A,, ... 0neAs, ... , conjunto
esse obviamente nio-vazio se nio houver nenhum A, vazio e na-
turalmente igual ao vazio O < Q se, para algum n, o correspon-
dente A, for o vazio O, € Q,.
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Vamos representar o conjunto A assim definido através da
igualdade simbélica

A=AXAX.. XA X ... (28)

ou, abreviadamente, A = X Ax

n

e vamos chamar a A produto cartesiano ou, mais simplesmente,
produto dos conjuntos A,, tomados por ordem, passando estes
a ser factores, com A, instituido em primeiro factor, A, instituido
em segundo factor, etc., Ax instituido em n-ésimio factor, etc. Por
outro lado, vamos chamar multiplicagdo cartesiana ou, mais sim-

plesmente, multiplicacdo a operacdo que converte os conjuntos
A,, tomados por ordem, em A.

Nada impede que se identifique cada um dos factores A, de
28) com o corespondente espaco .. Neste caso, os possiveis pon-
tos o do produto A sdo todos os pontos do espaco @ atris definido,
pelo que 28) toma o aspecto particular

Q:leﬂzx...xﬂqx... ) ! (28’)

ou, abreviadamente, Q@ = X Q,

n

o qual justifica que se classifique @ como espaco-produto e cada
Q. como espaco-factor.

Também se pode identificar cada um dos factores A, de 28)
com um conjunto elementar {e.} e obter assim um produto A
formado pelo tnico ponto o = (ey, @, ...,en,...). Neste caso 28)
toma o aspecto '

{(0.\1, ®), ... , Wn, .)} = X {'tt)rn}. i . (28”)

Talvez convenha acrescentar que as consideragdes precedentes
parecem pressupor um minimo de dois factores; todavia, ganha-
mos em flexibilidade se convencionarmos que qualquer conjunto
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contido num espago dado coincide com o produto (degenerado)
de que esse conjunto é o unico factor.

Observagdo. Retomemos a férmula 28), representemos por
« 0 numero de pontos do produto A, representemos por «(n =
=1,2,3,) o nimero de pontos do factor A, e introduzamos a
convengdo, muito frequente em questées de medida, de atribuir
o valor 0 a todo o produto de niimeros que tenha um factor igual
a 0 (mesmo que haja factores infinitos). Nesta conformidade, a
férmula 28) impGe a seguinte igualdade entre nuimeros

o=z, g ... (28*)

ou, abreviadamente, « = II «y.
o

Esta férmula torna porventura mais plausivel a nomenclatura
por nés introduzida a propésito dos conjuntos A e Aa.

E 6bvio que cada conjunto-factor A, tem a sua indicatriz
I+,(vn), abreviadamente I, , e que o conjunto-produto A tem a
indicatriz Ia(w) = Is((ey, 03, ..., @n,...)), em escrita simplificada
Is(oy, @, ... ,0n,...) ou somente I, onde, ndo o esquecamos, A se
sujeita a férmula 28). Posto isso, vale a seguinte relagdo entre
indicatrizes :

=1Ia,(01) ‘Ia,(e) ... Ia (on)... (29)
ou
I, ()=1L (o)
ou ainda
I, =0I,,

conforme quisermos interpretar a relacdo como identidade nos
argumentos ou como igualdade entre funcdes.
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Justificagdgo de 29). Em qualquer das versGes de 29), um
o = (o, 03, ..., 0, ...) que confira o valor 1 ao primeiro membro
d4 oneAq para cada n e, portanto, atribui o valor 1 ao segundo
membro. Este raciocinio funciona também no sentido do segundo
membro para o primeiro, pelo que um primeiro membro com o
valor 0 conduz a um segundo membro também com o valor 0,

c.qg.d.

2. Propriedades

No que segue, seja qual for o valor de n, qualquer letra latina
maitscula com primeiro indice n designa um conjunto contido no
espago-factor Q..

Comecemos por um teorema que apresenta a curiosidade de
ser falso o seu homoélogo que se obtém, substituindo o sinal <
pelo sinal < e substituindo a multiplicagdo de conjuntos ndo-vazios
pela multiplicacdo de nimeros significativos.

Teorema 6. «Dados dois conjuntos-produtos >< A, e >< B,,
o ultimo n#o-vazio, tem-se a relagdo X Bin < >< A se e s6 se valer

B. € A, para cada n.»

Demonstragdo. Atendendo a férmula 29) e ao teorema 4, basta
provar que se tem a relacdo E I < I,{ I._se e s6 se valer Iz < iy
para cada n, isto na hipétese de nenhuma fungdo I se reduzir
a constante 0. Ora Is <I» para cada n implica II Iy, <OI,
(mesmo que Iz, = 0 para algum n). Por outro lado, se OqéH IB <

< I 1, ,entdo, seja qual for n, qualquer ponto «’» tal que Is (u\ a)=1
n n
d4, atendendo & definicdo de X B., origem a um ponto o =

= (o, 0}, ... ,m;,...) tal que IBI(&);) = IBZ(Q);) = .. = IBn(m;) =
= ... =1, facto este que impde a igualdade I (o!) =1 e logo
impede que falhe a desigualdade entre fungdes Is, <1, , c.q.d.
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Corolario 6’. «Dados dois conjuntos-produtos >< An e >< B.,
ambos ndo-vazios, tem-se a relagio X B. = >< Ay se e sé se Valer

n

B, = A, para cada n.»

Demonstragdo. Tendo em conta o teorema 1, vale X B, = X A,
se e s6 se valer simultaneamente X Bn< X An ¢ X Ay, € X B,

<
n n n
ou, pelo teorema 6, se e s6 se valer simultaneamente B, € A, e
A: € B., isto para cada n, donde a tese.

Vejamos agora as principais propriedades da multiplicacio
cartesiana.

1.* propriedade ou propriedade distributiva (a4 direita e a
esquerda) da multiplicacdo com respeito a subtrac¢do, traduzida
através da férmula

a) (A — B1) XA, = (A1 XA;) — (B1XAz); : (30)

b) Aix (A — B;) = (A1XA2) - (AIXBZ)-

Justificagdo de 30). Atendendo as férmulas 4) e 29) e ao teo-
rema 2, a relagdo a) decorre de

I

A ~B A
(I 1)>< 5

=1, (1-I)I, =

=1, I, 1-1,I,)=1I
1 2 1 2

A XA)~-(B xA ) °*
(1><2)(1><2)

A justificagdo de b) € muito semelhante & de a) e pode ficar ao
cuidado do leitor.

Em seguida, vamos admitir que o primeiro indice n toma
os valores inteiros e consecutivos tais que 1 <n< N < + ® com
N fixo, e que, escolhido n, o segundo indice p. toma todos os
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valores inteiros e consecutivos tais que 1 < pa <Py < + ®©, com
cada P. fixo. Nesta conformidade, vale a propriedade distributiva
da multiplicagdo com respeito a unido, expressa através da foér-
mula

Vv — v
>n< (p11 A.n,pn )= XL R (Al,pleZ.pzx XAn.pnx e), (31)

semelhante a férmula 13), a partir da qual se obtém 31), subs-
tituindo formalmente cada simbolo de interseccdo de conjuntos
pelo correspondente simbolo de multiplicagdo cartesiana. Pode
acrescentar-se que as consideragdes relativas a poténcia do con-
junto formado pelas parcelas do segundo membro de 13), desen-
volvidas na observagdo que se segue a 13”), se adaptam perfeita-
mente 2 poténcia do conjunto formado pelas parcelas do segundo
membro de 31). Todavia, falta proceder a

Justificacdo de 31). Atendendo as férmulas 29) e 7), a relacao
31) decorre da igualdade entre indicatrizes

H(suph )= sup (IA N . Y ),

n 1 2 n,
n S-‘n ,pu Plspz'...,l’n-m ,Pl pz Dn

esta tltima facil de verificar.

Passemos para o caso particular de 31) em que, seja qual
for n, os conjuntos A, =~ se apresentam disjuntos dois a dois (sem-
pre que P, > 2). Nestg caso, vale a propriedade distributiva da
multiplicacdo com respeito a adi¢cdo, que se obtém particulari-
zando 31) para

x(f.A'n,p)= s (A, XA, X..xXA x.). (31)

1, 2,
Wi n 91192....,pn.... Pl Pz n'pn
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Justificagdo de 31’). Basta provar que a nossa hipétese de
disjungéo, relativa ao primeiro membro de 31), forga as parcelas
do segundo membro de 31) a serem disjuntas duas a duas. Ora, se

A XA X, XA X..

1,9 2,p" np

forem duas parcelas distintas, tiradas do segundo membro de 31),

entdo existe pelo menos um k > 1 tal que p; # p’, donde, aten-

dendo ao teorema 5, a relagdo Ia, , " Ia, .. = 0, a qual implica um
k k

produto identicamente nulo para as indicatrizes das duas parcelas
referidas e logo implica a disjuncdo entre essas parcelas.

Seguem algumas aplicagdes das férmulas 31) e 31’). Em pri-
meiro lugar, temos o

Teorema 7. «Sendo n e p indices com valores inteiros e con-
secutivos tais que ] Sn<N<+®el<p<P<+*® comNeP
fixos, considerem-se, seja qual for n, um conjunto A, < Q. e con-

juntos nao-vazios Anp < Q.. Entdo, a hipbtese X An =V (X Auy)
P n

implica que valha a relacdo A. =V A.,, para cada n.»

Demonstragao. Escolhido arbitrariamente o valor de p, a
hipétese do enunciado, a propriedade monoténica da unifo e o
teorema 6 ddo, seja qual for n, a relacdo A. > A.,, donde (aten-
da-se a nota posta a propésito da justificagdo da férmula 16))
a relagdo ¥V Ay, € Ay 5% Oy, valida para qualquer n. Por outro lado,
a férmula 31), a propriedade monoténica supracitada e a hipétese
do enunciado conduzem a

X (‘;An,p) _— X(IAD.DR)EE(XA&P): X An-";

+ Particularizou-se pondo p»=p:= ... = pa = ... = D.
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logo o teorema 6 da ;’ Anp > An para cada n. Agora a tese decorre
do teorema 1.

Em seguida, vamos apresentar um caso particular de 31°),
com um pequeno aditamento. Supondo 1 <n< N < + %, com N
fixo, e fazendo P. = 3, para cada n, as convengdes de por An; +
A=A (n=123..) ede S* se estender a todas as dispo-
si¢bes dos indices p1, P2, .+ P, ... , COM a Unica excep¢cdo do caso
pP=pP2=..=po=..=2, sdo convengbes que nos permitem
estabelecer a formula

(X &) = (X An2) =, , 2 (Aup X Asp X .o X Anp X ..) <
V(A% . X Ap1 X Ang X Agr X ..) (317%)

onde se subentende que 1 < p1, Pz, ---,Pa, ... <2 e que devem fa-
zer-se as adaptacdes notacionais adequadas no caso (inevitavel)
em que A,; vem a ser o 1.° factor do produto final ¢ também no
caso (eventual) em que A;,; vem a ser o ultimo factor desse pro-
duto.

Justificagdo de 31'*). Estamos a considerar o caso particular
de 31) em que, seja qual for n, os conjuntos A.,_ sdo disjuntos
dois a dois e, além disso, cada indice p. assume apenas os valo-
res 1 e 2. Nesta conformidade, a férmula 31’), as convengdes to-
madas e as propriedades comutativa e associativa da adicio de
conjuntos ddo a relacdo

X Au = [X An,Z] —2_ [p P ’%* (Al,p]XAZ,pzx XAn,p‘nX )],
1772

1Py
n n n

da qual se tira a igualdade de 31’*) tendo em conta a férmula 18).

Posto isso, as férmulas 7) e 6’) e o teorema 4 mostram que
a parte final de 31"*) ¢ equivalente a desigualdade

sup* (IAM L CONRTRE PO L) S
Y . 1

Plypz,.., S 2 n

Ssup [(supls ) ... (sup Ls
p

e ) 1s, - (sup IAM’p ).,
n P n-1 P n+1

1 n-1 n+l
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onde sup* representa o supremo correspondente a 3* ¢ onde a desi-
gualdade s6 pode falhar se existir um ponto o = (e, , ... , on, ...)
do espago-produto que atribua o valor 1 ao primeiro membro
e o valor 0 ao outro. Um tal ponto o determinaria valores par-
ticulares dos indices do tipo p— digamos p’,p, ---,P,, ... — tais
que p), = 1 (v um valor particular de n) e que

Ty (0) = Ly (02) = oo = Ly () = .= 1,

donde o valor 1 para 0 mesmo ponto w e o elemento ntimero v
abrangido por sup, uma conclusido manifestamente absurda, c.q.d.
n

Exemplo 12. Um caso especial de 31'*) € o de se ter Ay = Qa
para cada n. Neste caso, a férmula 18), a 1.* propriedade da sub-
tracgdo e a férmula 28’) mostram que A = A7, para cada n e
que o 1° membro de 31'*) se reduz ao complemento ( Z( A;l)‘.

3. Peculiaridades da multiplicacdo

Em seguida vamos chamar a atencéo para trés aspectos da
multiplicacio cartesiana que, em certas circunstancias, podem
revestir-se dum interesse muito especifico.

a) E ébvio que o segundo membro de cada uma das versoes
de 29) beneficia da propriedade associativa, relativa & multiplica-
¢do numérica. Por outro lado, se efectuarmos associagdes de coor-
denadas o, (eventualmente em nimero infinito) do ponto genérico
o do espaco-produto ©, corresponder-lhes-do associagbes de facto-
res A, do conjunto-produto genérico A. Por isso, desde que admita-
mos que o ponto genérico o é insensivel a quaisquer associacées das
suas coordenadas, entio a férmula 29) institui a multiplicacio
cartesiana em operagdo associativa (em sentido lato). Embora a
hipé6tese posta ndo possa ser aceite irrestritamente, ela revela-se
propicia para efeitos de continuagéo do nosso estudo. Nesta confor-
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midade, passamos a admitir sistematicamente a associatividade
da multiplicacdo cartesiana.

Exemplo 13. Vale a relagao

Arx A X Az x Ay = (A1 X A2) X (A3 X Ay) = AiX (A2 X A3 X Ay) =
= (A.XAzXAs)XAq.

b) Seja @ = (@, 2, ..., 9 ...) 0 ponto que resulta do ponto
genérico o = (e, s, ... ,n, ...) quando as coordenadas deste sido
sujeitas a uma permutacdo fixa. Corresponde um novo espaco-
-produto @ = X Q,, no qual podemos considerar conjuntos-pro-

P
dutos X A,, que resultardo de conjuntos-produtos X A. por meio

P n
duma permutagdo de factores decalcada da permutagdo anterior,
relativa a coordenadas. Valera uma férmula anédloga a 29), a saber

IXK (aj,:.lz, ,-(‘I'Jp, ...)E HIK (GD): (32)

p P

cujo segundo membro ¢ identificavel com o segundo membro da
segunda versio de 29), isto gracas a propriedade comutativa
relativa a2 multiplicagdo numérica. Por outro lado, desde que
admitamos que o ponto genérico » é insensivel a quaisquer per-
mutacoes das suas coordenadas, entdo os primeiros membros
de 29) e de 32) também se tornam identificaveis e assim resulta
a igualdade X A, = X A,, valida para conjuntos A, arbitrérios.

Mas agora a Iljlip(')tese:nposta € de dificil aceitacdo e até se revela
nociva para efeitos de continuacdo do nosso estudo. Nesta con-
formidade, passamos a recusar, em geral, a comutatividade da
multiplicagdo cartesiana.

Exemplo 14. Consideremos dois espagos-factores Q.(n = 1,2),
cada um deles formado pelos dois primeiros nimeros naturais,
e tomemos ai os conjuntos-factores respectivamente A; = {1} e
A; = {2}. Entdo, a férmula 28”) conduz a AixA; = {(12)}, o
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conjunto elementar formado pelo dnico ponto (1,2). Semelhan-
temente se obtém A;x A; = {(2,1)}. Se admitissemos a comutati-
vidade da multiplicacio cartesiana neste caso especifico, ver-nos-
-famos obrigédos a identificar os pares (1,2) e (2,1) ou seja a
tomar uma atitude em geral pouco aconselhavel. ‘

-¢) Sejam n e p indices com valores inteiros e consecutivos
tais que 1 <KN<N<+® e 1<p<P<+® com N e P fixos, e
admitamos que, seja qual for n, o espago €. de ponto genérico en
contém conjuntos Anp, a escolher arbitrariamente. Nesta confor-
midade, ocorre uma propriedade importante para efeitos ulterio-
res, a chamada permutabilidade entre as operagées de intersecgio
e de multiplicagdo, expressa através da férmula

ﬁ(X Anp) = X (%An,p)- (33)

Justificacdo de 33). Pelo teorema 3 basta provar a igualdade
entre as indicatrizes dos dois membros de 33). Atendendo as fér-
mulas 6’) e 29) e as propriedades comutativa e associativa da
multiplicacio numérica, o célculo decorre como segue:

I (g, @2, v, 00,y 000 ) EH[HIAn’p(wn)]E
p n

ACXAL )
p n n,p

EH[HIAnp(“”-‘)]EIx(AA )(wl,mz,...,wm,...).
n p ! % p o,p

Exemplo 15. Em 31'*) admitiram-se, para qualquer n, as rela-
¢Bes Aoz < An € Au;i = An—Anp (decorrentes da proprledade mono-
ténica da adlgao de conjuntos e da férmula 18)). Se substituirmos
cada A., por um B, arbitrdrio, ndo necessariamente contido em
A, a férmula 13”) d4, seja qual for n, a relagdo An = (AxABy) +
+ (Aa—Ba), cuja tltima parcela vamos designar por A, e cuja
primeira parcela vamos designar por A ,. Corresponde uma gene-
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ralizacdo de 31'*) em que cada conjunto A, € substituido pelo
seu homélogo A’np . Por outro lado, as férmulas 33) e 11) dao

(XA)~(XA’m2)=[XAa] ~[(XA)A(XBa)]=(XAx)~(XBn).
Logo a férmula 31*) pode assumir o seguinte aspecto mais geral:

(XAs) — (XBa) = Prf’z%-"*’ (Arp X Aoy X o X Anp X L) <
n n

n

<‘:[A,x...XAn_lx(An—Bn)XAmx...] (34)
onde, seja qual for n, se tem
A:l,l =A,—B: e A;J,Z = An A Bu.

Exercicio 19. Dados os espagos-factores @; e Q; e escolhidos
arbitrariamente conjuntos A;, Bi<Q; e Az, B, <Q;, deduza as
relacies :

a) (A; — Bi) X (A; — Bz) = [(A1XA2) — (A xBy)] —

— [(B1XAs) — (B:1xB2)1;

b) (A1AB;)*x(A;4B;) = [(A1 — B)*x(A;— B)] +
T [(Ac— B)) X (B2 — A)] + [(B: — A1) x (A — B))] +
+ (B~ A) X (B: — A)].

Exercicio 20. Dados os espagos-factores @., formando uma
sequéncia ou uma sucessdo, e escolhidos arbitrariamente, seja
qual for n, conjuntos A, B. € On, prove que se verifica a seguinte
igualdade entre conjuntos: '

X (A, —B)=(XA)—(xB])".
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4. Espagos reais (comuns e alargados)

Neste n.° do § 7 vamos introduzir, recorrendo ao conceito de
multiplicagdo cartesiana, um tipo de espago que ocupa um lugar
de realce em questbes de medida.

Comecemos pelo caso em que o espaco dado Q(«) é formado
por todos os nimeros reais e finitos, caso este em que preferimos
a letra x 2 letra o e a letra X & letra Q. E uso chamar ao espago
X(x) recta real ou espaco real unidimensional ou a uma dimensdo ;
sabe-se que este espago admite uma figuragdo geométrica com-
parativamente simples através dum eixo real ou recta de Descar-
test ou seja duma recta real munida de origem, de orientagdo
(ou sentido de percurso) e de escala (ou unidade de comprimen-
to). Havera uma figuragdo do género referido para cada eixo que
se queira escolher e, escolhida uma dessas figuracdes, havera
correspondéncia biunivoca e reciproca entre os nimeros X possi-
veis e os pontos do eixo com abcissa x, correspondéncia essa que
explica que se vd recorrer, muitas vezes, a uma terminologia
geométrica para caracterizar certos conjuntos A <X,

E bem conhecida a classificagio dos conjuntos A <X em
finitos, (infinitos) numerdveis e (infinitos) transnumerdveis.

Posto isso, escolhidos arbitrariamente dois numeros reais
a e b > a, qualquer um deles ou finito ou igual a — ou igual
a + oo, chama-se intervalo linear ou intervalo unidimensional ou
a uma dimensdo (abreviadamente intervalo quando nio houver
risco de confusio com outras dimensionalidades a introduzir mais
adiante) a todo o conjunto contido em X que tenha uma das
quatro formas seguintes:

fa<x<b}, {a<x<b}, {a<x<b} e {a<x<b},

onde, é claro, o sinal = ndo pode figurar junto a um a ou b que
seja infinito. Aos pontos a e b chamamos, em cada um dos quatro
casos, (pontos) extremos do intervalo considerado, sendo a o

+ Também denominado espaco de Descartes unidimensional ou a uma
dimensdo.
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extremo esquerdo ou inferior e sendo b o extremo direito ou su-
perior. Chama-se ponto interior a todo o ponto que pertenca a
um intervalo e nio seja nenhum dos seus extremos.

Podemos distinguir entre os quatro casos supracitados clas-
sificando o intervalo de fechado no 1.° caso, de misto (ou semi-
fechado ou semiaberto) nos casos 2.° e 3.° (fechado do lado do
sinal = e aberto do lado do sinal <) e de aberto no 4. caso.
Por outro lado, o intervalo de extremos a e b diz-se degene-
rado ou nulo se a = b e diz-se ndo-degenerado ou significativo
nos demais casos. Um intervalo nulo serd um conjunto elementar
se for um intervalo fechado e serd o conjunto vazio O nos demais
casos. Um intervalo diz-se limitado se for nulo ou significativo
com ambos os extremos finitos e diz-se ilimitado nos demais casos,
nos quais pode distinguir-se entre intervalos limitados do lado
esquerdo ou inferior [ou direito ou superior] e ilimitados do lado
direito ou superior [ou esquerdo ou inferior], correspondentes
a um afou 5] finito, e o intervalo ilimitado dos dois lados, este
coincidente com X. Claro que o intervalo X é aberto e que um
intervalo ilimitado n3o pode ser fechado.

Acrescentamos que, por vezes, hd conveniéncia em introduzir
os ntimeros —« e + o como valores de x admissiveis, caindo-se
entdo no espago X = X F{—o®,+0}=X+®, onde ® repre-
senta o conjunto {— ®, + ®}. Claro que as defini¢cGes e a nomen-
clatura atras introduzidas podem transitar para esta situaciio,
que agora o sinal = pode figurar junto a um extremo infinito
e que passa a ser possivel um intervalo ilimitado e fechado. Se
quisermos, podemos classificar X como recta real alargada.

Posto isso, vamos supor que o indice n toma valores inteiros

e consecutivos tais que 1 <n<N<+®, com N fixo, e que a

cada n corresponde uma recta real Xu(x.), abreviadamente X..

Nesta conformidade, X X. = X serd o espaco-produto. cujo ponto
n

genérico x = (X1, Xz, ... ; Xns ...) teTd Xa (n =1, 2,3, ...) por n-ésima
coordenada. '
Ao espaco-produto X(x) ou X chamamos espago real a (N—1)

dimensées. Caso se tenha N = 2, vamos recair na recta real e, caso
se tenha N = 3, vamos cair no espaco real a duas dimensées,
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também denominado plano real. Por outro lado, se N = 4, vamos
cair no espago real a trés dimensdes, também denominado espaco
real corrente, e, se N > 4, vamos cair num espaco real a (N—1)>3
dimensées, também denominado hiperespaco real a (N—1) di-
mensoes.

O plano real [ou espago real corrente] admite uma figuragdo
geométrica comparativamente acessivel através de qualquer plano
ou espago a 2 dimensdes [ou espago corrente ou espago a 3 di-
mensdes] de Descartes, quer dizer munido dum sistema de dois
[ou trés] eixos figurativos das duas [ou trés] rectas-factores — que
se escolhem preferentemente com origem comum, com escala
comum, mutuamente ortogonais e definidores da no¢do de dis-
tancia ou meétrica euclideana. Escolhida uma tal representagéo,
haverd correspondéncia biunivoca e reciproca entre os agrupa-
mentos (x;, X2) [ou(x; X2, X3)] possiveis e os pontos do respectivo
espaco de Descartes com abcissa X; € ordenada x. [ou também
cota x3;], correspondéncia essa que explica que se va recorrer,
muitas vezes, a uma terminologia geométrica para caracterizar
certos conjuntos A £ X; XX, [ou X; X X; X X;]. Note-se, porém, que
os chamados hiperespagos reais nao oferecem comodidades de
figuracdo geométrica no estilo das que acabamos de referir.

Entre os conjuntos especiais contidos num espago real a
(N — 1) dimensoes destacam-se os chamados intervalos a (N—1)
dimensées — denominados também intervalos planos se N—1=2,
intervalos correntes se N—1=3 e hiperintervalos se N—1>3 —
que se definem como sendo os produtos de (N—1) intervalos
lineares J. tais que J. < X, para cada n. Ha quem chame a esses
intervalos-produtos rectdngulos a (N—1) dimensées, intervalos
lineares se N—1=1, rectingulos vulgares ou simplesmente rec-
tingulos se N—1=2, hiperrectangulos se N—1>2 e, por vezes,
paralelipipedos se N—1=3. Caso recorramos a representacio geo-
métrica supracitada, um rectdngulo (vulgar) serd um rectiangulo
de lados paralelos aos eixos € um rectangulo a 3 dimensdes sera
um paralelipipedo de arestas paralelas aos eixos.

Posto isso, um intervalo a (N—1) dimensdes diz-se limitado
se ele for vazio ou desembaracado de factores lineares ilimitados
e diz-se ilimitado nos demais casos. Um tal intervalo, suposto
nio-vazio, diz-se aberto se e s6 se forem abertos todos os seus
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factores, diz-se fechado se e s6 se forem fechados todos os seus
factores e diz-se misto nos demais casos. O intervalo diz-se dege-
nerado se tiver algum factor degenerado e diz-se ndo-degenerado
nos demais casos. Acrescentemos que um intervalo do tipo
Xy % ... X Xp1 X {Xn} X Xon1 X ... , com as adaptagdes notacionais apro-
priadas no caso (inevitdvel) de {x.} vir a ser o primeiro factor
e no caso (eventual) de {x.} vir a ser o ultimo factor, um intervalo
desses € denominado plano paralelo ao plano coordenado nume-
ro n (o préprio plano coordenado se x, = 0), denominagéo essa
inspirada na figuragdo geométrica correspondente ao caso N—1=3,
Em pormenor: se N=2, obtemos um conjunto elementar {x;} ou
{x}; se N=3, a figuragdo faz-se por meio duma recta perpendi-
cular ao eixo coordenado mimero n; se N=4, a figura¢do faz-se
por meio dum plano geométrico paralelo ao plano coordenado
nimero n (perpendicular ao eixo coordenado niimero n); se N>4,
nio ha representacdo no estilo das anteriores e o nosso plano
serd um hiperplano a (N—2) dimensées.

Acrescentemos que, por vezes, hd conveniéncia em substituir
cada recta-factor X, do texto precedente pela correspondente recta
real alargada Xa., caindo-se entdo no espago-produto X= X Xy,=

=X + ©, onde *® representa o conjunto dos pontos com all]guma
(uma ou mais) coordenada infinita com sinal qualificado (ou
—o ou + ). Claro que as definicbes e a nomenclatura intro-
duzidas a propésito dos espagos reais a (N—1) dimensdes podem
transitar para o novo espaco-produto i a que vamos chamar
espago real alargado a (N—1) dimensées. Neste contexto, escolhido
o valor de n, permitimo-nos chamar a atencdo para os novos
planos paralelos ao plano coordenado niimero n que sdo da for-
ma XiX..xXo1x{f ©®}x X X..., um para o sinal — e outro
para o sinal +.

Observagdo. Caso se tenha N <4, podemos arranjar uma
representacio geométrica do espago real alargado X a (N—1)
dimenstes, considerando o espaco X com o mesmo numero de
dimensdes e procedendo como segue. Sendo X, (1<n<N-—1)
a coordenada niimero n do ponto genérico x¢X: considere-se um
espago de Descartes a (N—1) dimensdes que seja representativo
de X; tomese ai o rectdngulo fechado R a (N—1) dimensées
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caracterizado pela relagfio |x. | < 2 para cada n admissivel ; desi-
gne-se por R o «contorno» de R, este caracterizado pela relacdo
suplementar | x. | = 2 para algum n; feito isso, ponhase R—~R =

=, <;nz< +oo Rms onde Ro representa o rectdngulo aberto caracteri-
zado pela relagdo |x»| <1 para todo o n e onde, seja qual for
m > 0, o simbolo Rn representa a regido caracterizada pelas rela-

¢Oes simultineas

%a] < 2 —

0<k<m 2k

paratodoone

x| > 2 1
/ 0gk<m 2k

para algum n; em seguida, seja qual for a parte R; (1< + ®) de R,
substitua-se o comprimento original de todo o segmento de recta
contido em R: por um novo comprimento 2' vezes maior (sem
esquecer a convengdo (£ ®)-0=0); atribua-se a todo 0 segmento
de recta contido em R um novo comprimento igual ao valor do
somatério dos novos comprimentos das suas partes contidas em
Ry, em R;, em R,, etc.; por fim, estabeleca-se a correspondéncia
biunivoca e reciproca entre os pontos xeX, de coordenadas xa,
e os pontos de R, com as suas coordenadas reescalonadas pelo
processo aqui descrito. Claro que o afastamento entre dois pontos
de R, quer dizer o novo comprimento do correspondente segmento
de recta, deixa de ser invariante com respeito a traslacbes para-
lelas e, se N> 2, com respeito a rotagdes em torno dum ponto
fixo e ainda, se N = 4, com respeito a rotagdes em torno dum
eixo fixo, Em contrapartida, passa a haver uma representacio
geométrica cémoda para os pontos xeX com alguma coordenada
infinita, devendo acrescentar-se que o conjunto o passa a ser
representado pela regido R .

Exemplo 16. Vale a seguinte asser¢do: «<Dado um espago real
a (N—1) dimensdes [eventualmente alargado] e escolhidos arbi-
trariamente dois intervalos a (N—1) dimensGes, ambos contidos
no espago dado, eles dardo uma intersecc@io que serd, por sua vez,
um intervalo a (N—1) dimensdes.» — Com efeito, a tese € verda-

75



deira para N=2, conforme se reconhece por meio do exame de
todas as formas de intervalos capazes de intervir. Caso se tenha
N > 2, podemos representar por A, e Ba os intervalos lineares
que sdo os factores nimeros n respectivamente do 1.° e do 2.° in-
tervalo a (N—1) dimensdes que se tenham escolhido. Entao, a
férmula 33) da

(X An)A(x Bn) = >: (AnABn)

€ a tese segue.

Exercicio 21. Dé a interpretagdao geométrica do teorema 7

quando N for igual a 3 ou 4 e quando os conjuntos A, e A,, forem
intervalos lineares, tomados em eixos reais.

5. Suplementos

Os produtos cartesianos até agora referidos nio esgotam as
questdes que o seu estudo suscita e das quais vamos apresentar
duas neste n.° final do § 7.

a) Nem todo o conjunto contido num espaco-produto dado
tem a propriedade de ser um conjunto-produto. Para exemplificar
a afirmacdo feita, podemos trabalhar no espaco real corrente
X = X;xX;xX;, de ponto genérico X = (X1, Xz, X3), € tomar ai o
conjunto A = {(1,1,2), (1,2,2), (2,1,2)}, com 3 pontos, o qual
s6 poderia ser um produto da forma A;x<A;XA; se tivéssemos
A= {1,2}, A, ={1,2} e A; = {2}, caso este em que a férmula
28*) conduziria a igualdade absurda 3 = 2-2-1. Todavia, se pu-
sermos X = (X;XX;)XX;, entdo A passard a ser o produto de
{(1,1), (1,2), (21)}€XixX; por {2} £X,, circunstincia essa
que sublinha bem o caracter artificial (alids benéfico para os
nossos propo6sitos) da hipétese de associatividade para a multi-
plicacdo cartesiana.
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b) Podem definir-se produtos cartesianos mais gerais do que
os estudados até aqui. Com efeito, seja T uma familia (eventual-
mente transnumeravel) de indices t, suponha-se que a cada teT
corresponde um espago Q. de ponto genérico w: e represente-se
por o = (w, teT) 0 agrupamento genérico que se obtém, escolhendo
arbitrariamente um o, para cada t admissivel e adoptando em
relagdo aos o 0 mesmo dispositivo para a entrada das diversas
determinagées de t que se queira adoptar em relacao a familia T.
Podemos interpretar o agrupamento genérico » como ponto gené-
rico dum novo espago 2 e, escolhido », podemos interpretar os
pontos agrupados . como coordenadas de . Em seguida, escolhido
arbitrariamente um conjunto A € Q. para cada teT, podemos fa-
zer corresponder o conjunto A < @ formado pelos pontos (i, teT)
tais que se tenha o ¢ A, para cada teT, conjunto A esse obviamente
nao-vazio se nio houver nenhum A. vazio e naturalmente igual ao
vazio O € Q se para algum t o correspondente A: for o vazio
0. € Q.. O conjunto A assim definido serd o produto (cartesiano)
de factores A., obtido pela multiplicacdo (cartesiana) desses
factores e representado pela igualdade simbélica

A= XA = X A= X A, (35)

teT 1

que generaliza 28) e que compreende os casos particulares

Q=X (35)

LeT

{(o, teT)} = :ﬁ- {we}, (35")

correspondentes respectivamente a 28’) e a 28”).

Passando para indicatrizes, podemos substituir Ii(o) =
= Ia((w, teT)) por Ia(e, teT) e estabelecer, em seguida, uma ge-
neralizagdo da formula 29), a saber

| xh(m:, teT) = itl:'rf Iat (wt)

teT
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ou

I K-“tzigﬁlal‘ (36)
teT

Justificagdo de 36). Qualquer 1.° membro vale 1 se e s6 se
weA¢ para cada teT, por sua vez se e s6 se o0 correspondente 2.
membro valer 1.

Posto isso, a tese do teorema 6 generaliza-se como segue:

«05~= X B: € X A: se e s6 se Bt X A. para cada teT.»
teT

teT

Esta propriedade deduz-se substituindo na demonstragio do
teorema 6 o indice n pelo indice t, depois I por inf, em seguida
(@}, @}, +sv ,0),...) por (o), teT) e, por fim, Is («}) = 1 para cada n
por I, (o}) =1 para cada t.

t

O coroldrio 6’ generaliza-se como segue:

«0O5 X Bt = X At se e s6 se B: = A, para cada teT.»
teT

teT
A justificacdo é uma adaptacdo simples da do corolario 6.

Por outro lado, dadas a anterior familia de indices T(t) e
outra familia de indices U(u), considerem-se, seja qual for t:T,
conjuntos A € @, um para cada ueU; obter-se-4 uma generali-
zagdo de 33) sob a forma

A( )t'(A!..u) = >t<(AAt.u). (37)

a qual se deduz substituindo na justificagdo de 33) n por t, p
por u, (e oz, ... ,0s,...) por (e, teT), II por inf e II por inf.
P u n t
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Tomando em conta que o segundo membro da primeira versao
de 36) é insensivel a associagdes arbitrarias efectuadas sobre as
coordenadas o, admitimos a mesma insensibilidade para o argu-
mento do correspondente primeiro membro e obtemos assim uma
associatividade em sentido lato para a multiplicagdo cartesiana,
do mesmo estilo da associatividade em sentido lato para a inter-
sec¢do e para a unido. Por outro lado, podemos generalizar ade-
quadamente a férmula 32) e chegar a conclusdo que é inoportuno
admitir a comutatividade da multiplicagdo cartesiana.

Por fim, o estudo do n.° 4 também se pode generalizar, vindo
a cair-se em espagos reais, intervalos (rectangulos) e planos para-
lelos a planos coordenados, todos mais gerais do que os seus
homélogos anteriores e todos susceptiveis de serem alargados.
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§ 8 — PROJECGOES, CILINDROS, MARGINAGCOES
E UNIOES EXTERNAS

1. Projecgdes

Vamos tomar para ponto de partida uma familia de indices
T(t), arbitrdria contanto que haja pelo menos duas determinacoes
de t, para a qual escolhemos um dispositivo de entrada das di-
versas determinagées de t. Corresponde, por 35’), um espago-pro-

duto nao-degenerado @ = X Q., com ponto genérico v = (wy, teT).
1eT

Muitas vezes, mas ndo obrigatoriamente, terse-a T = (1,2, ...,
n,..}, com1<n<N<+®ecom N>2 fixo.

Caso cindamos a familia T(t) em duas subfamilias disjuntas
entre si, digamos T*(t*) e T**(t**), a primeira caracterizada pela
relacdo ou t = t* ou ts=t** e a outra caracterizada pela relagéo
ou t = t** ou ts4t* entdo correspondem os espacos-produtos
parciais

QF= X Qe= X Q%= X Q, (38)
t4eT* i=L* gt

com ponto genérico o* = (wuw, t*eT*),

Q*F = X Q= X U= X Q,

tHReTHx t=thh tokte

com ponto genérico o** = (s, t**eT**),
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que sdo suplementares um do outro com respeito a @ e a que
vamos chamar espacos marginais de @, cada um em rela¢do ao
ouytro.

Escolhido arbitrariamente um conjunto néo-vazio A < Q, po-
demos fazer corresponder ao seu ponto genérico » o novo pon-
to o* que se obtém, suprimindo em o = (o, teT) as coordenadas
oy tais que t=~=t*; forma-se assim um novo conjunto A* € Q*,
bem determinado e nfo-vazio. Por outro lado, caso partamos do
conjunto A coincidente com o vazio O < @, fazemos corresponder
o conjunto A* coincidente com o vazio O* £Q*. Em qualquer
das hipdteses apresentadas, chamamos projec¢do de A sobre @*
e/ou segundo a direccdo de O** a operagdo que transforma A
em A*, chamamos a A conjunto projectado e chamamos a A*
conjunto-projec¢do ou, abreviadamente, projec¢do (devendo po-
rém evitar-se a confusio terminolégica deste conjunto com a ope-
racdo que lhe deu origem). Note-se que o espago marginal 9*[ou
Q**] ndo ¢ sendo a projeccdo de © segundo a direc¢io de Q** [ou
0*].

Exemplo 17. Em seguida vamos apresentar casos particulares
do que acabamos de expor, casos esses que vao esclarecer a moti-
vagdo da terminologia aqui introduzida. — Assim, caso @ seja
o plano real X = X;XX;, com ponto genérico x = (x1,%:), a fa-
milia T ¢ formada pelos indices 1 e 2 que vamos distribuir, colo-
cando (por exemplo) 1 em T* e 2 em T**. Teremos X* = X;,
X** = X, e a projecgdo de qualquer A < X sobre X; e/ou a direc-
¢do de X, serd o conjunto A* ou A; £ X; cuja representacio geo-
métrica num plano de Descartes (onde se tenha figurado A) coin-
cide com a figura que nio € sendo «a projeccido de A sobre X;
e/ou a direccdo de Xy» que todos conhecemos do estudo da Geo-
metria elementar. — Por outro lado, caso Q seja o espaco real
corrente X = X;XX,xX;, com ponto genérico X = (x, X, X3), a
familia T € formada pelos indices 1, 2 e 3 que vamos distribuir,
colocando (por exemplo) 1 € 2 [ou apenas 1] em T* e 3 [ou 2
e 3] em T**, Teremos X* = X; XXz = X, = X [ou = X;], X** —
=X; [ou =X;xX;=X;3; = X] e a projecgdo de qualquer A<X
sobre X@) [ou Xi] e/ou a direccdo de X; [ou Xy ] serd o conjunto
A* = A, = Ay € X3 [ou = A; € X{] cuja representacdo geomé
trica num espago corrente de Descartes (onde se tenha figurado
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A) coincide com a figura que ndo € senao «a projeccao de A
sobre X [ou X;] efou a direcgdo de X;[ou X]» que todos
conhecemos do estudo da Geometria elementar.

Posto isso, vamos ver como os conjuntos envolvidos numa
operagao de projecgao se fazem acompanhar pelas suas indicatri-
zes. Vale a férmula

Ias(@es, t¥eT*) = sup Ia( o, teT) (39
(t\:l“, Lk TH%) ¢ » Q
Lk T

ou, mais simplesmente,

IA*((IJ'*)—-_:_- sup L\(to)

wike(k

ou, ainda mais simplesmente,

Iae = sup Ia.
e

Justificagdo de 39). Optando pela primeira versao de 39), o
aparecimento do valor 1 para o primeiro membro é equivalente
a existéncia dum ponto («., teT) que respeite o argumento do pri-
meiro membro e que pertenga a A, por sua vez equivalente ao
aparecimento do valor 1 para o segundo membro.

Seguem algumas propriedades da (operacao de) projecg¢ao.

Para comegar, desde que T** abranja mais do que um indice
t**, o segundo membro da primeira versao de 39) nao € alterado
se substituirmos a formagdo do supremo, abreviadamente a su-
premagado, global com respeito ao ponto (wes, t**eT**) por supre-
magdes parciais em cadeia tais que cada uma delas envolva certas
coordenadas ww+ (uma ou mais), a percorrerem em simultaneo
0s seus espacos Qs+, € que a ultima acabe por apanhar as coor-
denadas o« remanescentes; essas supremacgdes parciais podem
associar-se ou trocar de ordem sem afectar o resultado final, isto
na qualidade de operacgdes de supremacgdo ja que as indicatrizes
supremadas se vdo modificando. Por outro lado, cada uma das
supremacéGes parciais aqui referidas conduz a uma projecg¢ao par-
cial: a primeira de A, a segunda da primeira projec¢do parcial
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de A, a terceira do resultado da segunda, etc., e a ultima com
resultado igual a A*. Por isso, a projecg¢do (global) tratada em 39)
pode resolver-se em projecg¢Oes parciais, que serdo associativas
e comutativas, isto na qualidade de operagbes ja que os conjuntos
projectados se vao modificando.

Exercicio 22. Dé a interpretagao das propriedades comutativa
e associativa, relativas a projecgées parciais, quando o espago-
-produto dado @ for o espago real corrente, figurado como espago
de Descartes.

Posto isso, das duas uma: ou vamos juntar ao conjunto A<Q
outro conjunto BLQ ou vamos substituir A por A. £ 2, com o in-
dice u a percorrer uma familia U. Nesta conformidade, apresen-

tamos a relacao
(40)

a) se A* e B* forem disjuntos, o mesmo sucede a A e B;

b) se A £ B, entdao A* < B*;

¢) (Y A)* = Y A* (propriedade distributiva da projeccio
com respeito a unido).

Justificagdo de 40).

a) Atendendo ao teorema 5, basta ter em conta que primeiro
a hipétese de disjungdo implica Ias Iz« = 0 e que, em seguida, a
formula 39) implica I Is = 0.

b) Atendendo ao teorema 4, basta ter em conta que primeiro
a hipétese posta implica I < Is e que em seguida, fixado arbitra-
riamente «*, a féormula 39) implica Ix < Iss em todos os pontos
o** . logo In« € Ine € a tese segue.

¢) Atendendo as férmulas 39) e 7), a tese é equivalente a
relacao

sup (supIa ) =sup( sup L. ),

wEkgDEE  ueU u uelU  gwkeDyx Y
esta de verificacdo imediata.
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Exemplo 18. Consideremos o caso particular em que O # A =

= X A, com A. < Q. para cada teT. Neste caso, as formulas 39)
T

e 36) e um calculo adicional (e facil) dao, seja qual for o*,

0 Ine(0*) = sup [infIx (w)] = inf Ix (ou) =1 T (o*),

WHEER  teT txeTx * taeTx ¥

donde a relagdo A* = X Awz 0",

t*¢T*

Exemplo 19. Retomemos o plano real X, x X; do exemplo 17
¢ tomemos ai os conjuntos elementares A = {(1,1)}e B = {(1, 2)},
com projecgdes sobre X* = X, que sdo A* = {1} e B* = {1}. Re-
sulta A* = B¥*, apesar de se ter A~ B e até A disjunto de B;
resulta A* € B¥, apesar de ser falsa a relacio A< B; resulta
A*—B*=0*#4A*=(A—B)*; resulta A* A B¥=A*£0*=(A A B)*;
resulta (A*)~ = {1}~ 5= X* = (A~ )*. Acabamos de exibir uma cer-
ta penuria de propriedades tuteis da (operagdao de) projecgdo que
talvez se possa atenuar, restringindo essa operagdo a conjuntos
seleccionados dum modo especial, com salvaguarda dum bom grau
de aproveitabilidade. E o que vamos procurar fazer no n.° seguinte.

Exercicio 23. Prove que, seja qual for A (conjunto contido
no espago-produto ?), se tem a relagdo (A*)~ < (A™)* (este con-
junto contido no espago marginal Q*).

2. Cilindros e bases

Admitidas as convengdes do n.° 1, um conjunto A € 2 classi-
fica-se como cilindro com base (contida) em Q* efou com gera-
trizes paralelas a @** se e s6 se pertencerem ou simultaneamente
a A ou simultaneamente a A~ quaisquer dois pontos « que tenham
em comum todas as coordenadas o+ e que difiram por alguma
(uma ou mais) coordenada wws. Aqui, supondo fixados 2* e Q**,
usaremos frequentemente o termo cilindro, sem especificagao, isto
sempre que ndo houver receio de ambiguidade.
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A caracterizagdo dos cilindros pelas suas indicatrizes faz-se
através do

Teorema 8. «Um conjunto contido num espago-produto nao-
-degenerado, de ponto genérico o = (w, teT), € um cilindro se e
s6 se a sua indicatriz for uma funcdo independente da escolha do
ponto o** = (wus, t**«T**) ou, equivalentemente, se e s6 se a sua
indicatriz for uma fungdo exclusiva de o* = (ww, t*eT*).»

Demonstragao. Se A < @ for um cilindro e se I.(») for a cor-
respondente indicatriz, quaisquer dois pontos « — digamos «’ e
o” — com 0 mesmo o* e com determinagGes diferentes para o**
— digamos o**’ e o**” — conferem ambos a fungdo I ou o valor
1 (se «’¢A) ou o valor 0 (se o’¢A~), donde se conclui que I, é
independente de «**. Inversamente, verificada esta condigdo de
independéncia e fixado arbitrariamente «* entao I.(o) mantém
o valor quando «** varia; por isso, quaisquer dois pontos » com
o mesmo «* ou pertencem ambos a A (o caso do valor 1) ou
pertencem ambos a A~ (o caso do valor 0) e, portanto, o conjun-
to A sujeita-se 2 nossa definicdo de cilindro.

Posto isso, vamos ver que os cilindros se prestam muito bem
a serem manipulados dum modo util. Com efeito, temos o

Corolario 8. «Dado um espago-produto nao-degenerado 2, sio
cilindros o conjunto O £ 2, o préprio 2 e qualquer conjunto que
possa obter-se a partir de cilindros efectuando sobre estes quais-
quer operagdes internas (mesmo combinadas) dos tipos aqui
introduzidos.»

Demonstragdo. Recordemos que as operagdes internas aqui
introduzidas sdo a complementagdo, a subtrac¢do, a subtracgio
simétrica, a interseccdo e a unido (com o caso particular da adi-
¢do). Nesta conformidade, a tese do corolério resulta do teorema
8 e das férmulas 1) a 7).

Caso um conjunto contido em @ seja um cilindro, podemos
representa-lo pela letra C (sem ou com notagdo acompanhante),
podemos classificar o conjunto-projecgao C* como base ou con-

86



junto marginal de C no espago-produto parcial Q* e, além disso,
podemos classificar a correspondente operagao de projeccdo como
margina¢do de C com respeito ao espago-produto parcial Q**
Esta terminologia faz-nos aceitar melhor que se tenha classificado
o conjunto marginado C como cilindro com base (contida) em Q*
e que se tenha classificado 2* como espago marginal de @ (pois
o corolario 8 institui @ em cilindro e o texto que precede o exem-
plo 17 institui 2* em conjunto marginal de ).

Note-se que o corolario 8 institui O* < @* em base do cilindro
0O < @ (e somente deste cilindro, isto em virtude das propriedades
gerais da projecgdo).

Exemplo 20. Em seguida, vamos apresentar motivos adicionais
para tornar plausivel a terminologia aqui introduzida. Assim, caso
Q seja o espago real corrente X = X;XX,;%XX; e caso se escolha
X* =X XX, =X, = X3 e X** = X;, entdo a representacao geo-
métrica de qualquer cilindro C < X num espago tridimensional
de Descartes sera um lugar de rectas paralelas ao eixo das cotas,
como quem diz um cilindro de geratrizes paralelas a X; no sentido
da Geometria elementar, coincidindo a representacio do conjunto
marginal C* = C;, = C3 < X3 com a base de C em X no sen-
tido da Geometria elementar. Por outro lado, se X = X; X X; X Xj,
X*=X; e X¥*=X,xX;=Xp3= X, o tipo de representagao
geométrica acima referido d4 um lugar de planos paralelos ao
plano coordenado subtendido pelos eixos das ordenadas e das
cotas, como quem diz um cilindro de planos geradores paralelos
a X no sentido da Geometria classica, coincidindo a representa-
¢do do conjunto marginal C* = C, € X; com a base de C no sen-
tido da Geometria classica. Por fim, se @ for o plano real X =
= X;x X; e se fizermos X* =X, e X* = X,, a representagio
geométrica de qualquer cilindro C € X num plano de Descartes
serd um lugar de rectas paralelas ao eixo das ordenadas, coinci-
dindo a representagdo do conjunto marginal C* = C, < X, com a
interseccdo entre o lugar referido e o eixo das abcissas.

Exemplo 21. Caso o conjunto projectado A do texto subse-
quente a 39) seja um cilindro C, subsiste tudo quanto se afirmou
a respeito da resolugio da projecgdo global em projecgdes parciais,
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estas associativas e comutativas. Acresce que cada uma das pro-
jeccdes parciais, com excepgdo da ultima, corresponde obrigato-
riamente a uma supremagao parcial sobre um segundo membro
do tipo de 39) que deixa permanecer certas coordenadas wiws, em
relagdo as quais ¢ independente a indicatriz do respetcivo conjunto
de partida; cai-se assim na indicatriz dum cilindro e, correspon-
dentemente, numa nova operagao de projec¢do que ¢ a marginagao
dum cilindro e ainda num novo conjunto-projeccdo que € a base
dum cilindro. Em suma, temos margina¢des parciais associativas
e comutativas.

Exercicio 24. Dé a interpretagdo geométrica das propriedades
comutativa e associativa, relativas a marginagGes parciais, quando
o espago-produto dado @ for o espago real corrente, figurado como
espago de Descartes.

Posto isso, vamos relacionar a indicatriz de qualquer cilindro
C com a indicatriz da sua base C*. Temos a férmula

I(w,teT) =1 (o,t*T*) - I, (o, t**cT**)

ou (41)
I(0) =T1,(0%) Io,(o**)

ou ainda

I =1I_-1

c c+ T

Justificagdo de 41). Comecemos por notar que o factor final
de qualquer uma das alternativas de 41) € a constante 1 tomada
em Q**, constante essa que se escreveu de modo tal que »** ou as
suas coordenadas fizessem presenga formal em ambos os membros
das duas primeiras versdes. Posto isso, seja qual for «*, ndo sé

o teorema 8 permite igualar Ic(o)/Iges(o**) e Sup Ic(o), como
wikeJex

também a relagio 39) permite igualar o ultimo supremo a Ics(w*).
Daf a férmula 41).
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3. Propriedades da marginagao

No seguimento admitimos que todos os cilindros sdo do tipo
referido no n.° 2. Vamos juntar ao cilindro C € @ outro cilindro
D £ Q ou substituir esse cilindro C por cilindros C. € Q, com o
indice u a percorrer uma familia U. Nesta conformidade, apre-
sentamos a relagdo

(42)

a) Vale a igualdade C = D entre cilindros se e s6 se valer a
igualdade C* = D* entre bases;

b) escolhido arbitrariamente um conjunto contido em Q*, ele
serd a base dum e dum sé cilindro contido em ;

¢) vale a relagdo C< D entre cilindros se e s6 se valer a
relagdo C* € D* entre bases;

d) ha disjun¢édo entre os cilindros C ¢ D se e s6 se houver
disjun¢do entre as bases C* e D*;

e) (:;UCu)* = U‘;JC*u( propriedade distributiva da marginag¢ao
com respeito a unido).

Justificacao de 42).

a) E 6bvio que C = D implica C* = D*. Por outro lado, caso
se tenha C* = D¥*, o teorema 3 e a férmula 41) ddo primeiro
1./1,,=1,/I,, e em seguida C = D.

Qik Quck

b) Escolhido arbitrariamente um conjunto Z < ¥, corres-
ponde a indicatriz I,(«*). O produto I (o*) I, (o**)=1(o) serd
independente de «** e logo serd a indicatriz Ic(e) dum cilindro
C<Q. Nestaconformidade,aférmula41) daI , (o*)=I(v)/I,, (o**)=
=1,(v*). Entdo C* = Z e a tese segue de a).

¢) Sabemos, por 40b), que C £ D implica C* < D*. Inversa-
mente, se C¥ € D¥, entdo o teorema 4 e a férmula 41) ddo sucessi-
vamente Ick < Ipx, Ic < Ip e CLD.
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d) Sabemos, por 40 a), que a disjuncio entre C* e D* implica
a disjuncdo entre C e D. Inversamente, se C e D forem disjuntos,
o teorema 5 e a formula 41) dao sucessivamente IcIp =0 e
Ios Ips =0, donde a disjuncdo entre C* e D*.

e) Temos uma transcri¢do da igualdade de 40 c), com a par-
ticularidade de o coroldrio 8 assegurar que ' C. venha a ser um
cilindro contido em 2.

Vamos acrescentar mais algumas propriedades da marginagao

através da férmula
(43)

a) Caso os cilindros C, ou as suas bases C} sejam conjuntos
disjuntos dois a dois, isto quando u percorre U, tem-se
2 Ck= (3

ueld u uel

com respeito a adicdo);

C,)* (propriedade distributiva da marginacéio

b) (C*)~ = (C)* (permutabilidade formal entre a margina-
¢do e a complementacdo) ;

c) A C¥r=( AUC )* (propriedade distributiva da marginacdo
uel u Ue u
com respeito a intersecgdo);

d) C* — D* = (C — D)* (propriedade distributiva da margi-
nacdo com respeito & subtrac¢do).

Justificagdo de 43).

a) Consequéncia imediata de 42d) e 42 ¢) e do facto de 3 C.
ser um cilindro. Me

b) As férmulas 3), 2) e 41) dao I, =I —I =(I—1I)/
Mg = Iw_monde C~ é um cilindro, isto gracas ao corolario 8,
Concluimos assim que (C*)~ = (C7)*.

¢) A férmula 9b), a alinea b) precedente e a relagdo 42e)
dao A C*= [V (C;)*I~ = (AC )*, onde A C ¢ um cilindro,

uelU " u uel u

isto gracas ao corolario 8.
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d) A férmula 11) e as alineas b) e ¢) precedentes ddo C*—
—D*=C*A (D7)*=(C—D)*, onde C—D ¢ um cilindro, isto gragas
ao coroléario 8’,

Exemplo 22. Podemos aplicar ao ponto genérico o de @ a
permutacdo de coordenadas que coloca no principio todas as coor-
denadas e», com o dispositivo de entrada das diversas determina-
¢oes de t* herdado das coordenadas o, e que coloca no fim todas as
coordenadas o+, com o dispositivo de entrada das diversas deter-
minagdes de t** também herdado das coordenadas o:. Deste modo
e atendendo 2 hipétese de associatividade da multiplicagdo carte-
siana, o transforma-se no ponto genérico dum novo espago @ =

=( X Qu)X( X Qu)=0*XQ** ponto genérico esse que seri
t*eT# LTk
o = (0¥, 0**) = ((ow, t*eT*), (0w, t**<T**)), Agora, escolhido ar-

bitrariamente um cilindro C < @ com base C* € * e com geratrizes
paralelas a ©**, a permutacédo de coordenadas acima referida ndo
s6 converte C num conjunto C < @, como também institui a rela-
cdo entre indicatrizes Ic(w)=1Ig¢(a) (o e © transformados um do
outro). Como estamos a admitir que C é um cilindro, a identidade
posta e o teorema 8 provam que a funcgdo I¢ € independente da
escolha de «**, Concluimos que C é um cilindro com base C* < 0*
e com geratrizes paralelas a Q**, Posto isso, a férmula 41) d4 a
relagédo

I (a*) 1 (o) =1 (o) =L(3) =1,(s*) T (o**),
donde

I (%) =T (o%).
Daf, do teorema 3 e da férmula 29) inferimos primeiro que C*=C*
e, em seguida, a relagéo C = C*xQ**; assim podemos afirmar que

o cilindro transformado de C ¢é igual ao produto da base de C pelo
espago marginal a que sdo paralelas as geratrizes.

Exercicio 25. Deduza a propriedade distributiva da margina-
¢do com respeito a subtrac¢do simétrica, expressa através da rela-
c¢io C*AD* = (CAD)* onde CAD é um cilindro.
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4. Intersec¢dao e unido externas

Neste n.° final do § 8, vamos manter as convencdes do n. 1
e vamos referir alguns casos em que convém considerar simulta-
neamente varios cilindros, todos contidos em @ e com bases con-
tidas em espagos marginais diversificados.

Nesta conformidade, suponhamos que, seja qual for teT, cor-
responde um cilindro C, £ 2 com base C¥ < Q, e, portanto, com
geratrizes paralelas ao espago marginal Q«) que se obtém, supri-
mindo somente o factor @: do espago-produto Q. Se u for o indi-
ce t redesignado e se @’ e Q” forem os espagos-produtos parciais
correspondentes aos indices t respectivamente anteriores e poste-
riores a u (com supressdo de @’ se u for o primeiro t e com supres-
sdo de Q” se u for o ultimo t), entdo as férmulas 41) e 29) e a
associatividade da multiplicagdo cartesiana dao

(com supresséo de I, caso se tenha suprimido @’ e com supressao
de I, caso se tenha suprimido Q”), donde a igualdade entre con-
juntos C =0’xXC¥xQ”, a qual pode escreverse sob a seguinte
forma, vélida para qualquer u:

Cu = X At,u, com Au,u = C:
teT

com A¢u = Q; para t7#u.

Posto isso, a férmula 37) e a propriedade absorvente da in-
terseccdo conduzem a

AC = ACy= X (AA) = XCt.
ueT teT

teT teT  ueT
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Em suma, vale a férmula

AC= XCf (44)

teT teT

e concluimos assim que, nas condi¢des admitidas, a interseccio
dos cilindros C, é igual ao produto das suas bases C}. Nestes ter-
mos, a falta de distingfo entre cilindros e as suas bases pode levar
a confundir as operagdes de interseccdo e de multiplicacio carte-
siana (como acontecia por vezes em tempos nio muito distantes),
confusio essa que nio convém tolerar para certos propésitos que
temos em vista.

Exercicio 26. Supondo que a familia T(t) € a familia T = {1,
2,...,M}, com M > 2, mostre que ¢ igual a 2 (2¥! — 1) o nimero
de tipos de cilindros contidos em @ = X Q¢, que correspondem as

teT

escolhas possiveis para os espagos onde podem estar contidas as
respectivas bases.

Posto isso, sabemos que as operagdes de interseccio e de unido
da Seccdo A sdo seguramente operagdes internas. Podemos redesi-
gnar a multiplicacdo cartesiana geral de b) do n° 5 do §7 por
intersecc¢do externa, esta mais complicada do que a sua homénima
interna em todos os casos em que houver mais do que um factor
ou conjunto secante externo porque, em tais casos, o argumento
ot do conjunto secante genérico varia com t; em especial, nfio pode
haver pontos pertencentes a mais do que um conjunto secante
externo e, por isso, ndo pode haver nem propriedade monotdnica
nem propriedade absorvente para a intersec¢do externa, & qual,
recordemo-lo, negdmos a propriedade comutativa e atribuimos a
propriedade associativa.

Prosseguindo na ordem de ideias aqui encetada: vamos es-
colher arbitrariamente conjuntos A: < Qt, um para cada teT; vamos
considerar o conjunto A< Q = X 0, formado pelos pontos o =

teT
= (ot,teT) que tenham a propriedade de fazerem corresponder
a algum t (um ou mais) uma coordenada oieA:; vamos chamar
a esse conjunto A unido externa dos conjuntos A: (quando t
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percorre T); vamos representa-lo por t‘:r A: ou, mais abrevia-
damente, por f’At ou, ainda mais abreviadamente, por VA.;
vamos designar os conjuntos A: por parcelas externas da respec-
tiva unido; vamos chamar unido externa a operagao que converte
os A: em f’At. Aqui subentende-se que ¥ A, = 0 < @ caso se tenha
A: = 0: < Q. para cada teT. Claro que uma tal unido externa nao
s6 tem sempre parcelas em correspondéncia com os elementos t
da familia prefixada T, como também se distingue de qualquer
homénima interna salvo no caso de haver uma sé parcela.

Passando para indicatrizes, vale a seguinte férmula (no es-
tilo de 36)):

I+ a (e, teT) = sup IA‘ (0¢) (45)

ter * teT

ou

1va =supla-
ter *t ter  *t

Justificacdo de 45). Qualquer primeiro membro vale 0 se e
s6 se o respectivo ponto (et,teT) néo tiver nenhuma coordenada
oreA:, por sua vez se € s6 se o dito ponto atribuir o valor 0 ao
correspondente segundo membro.

Em seguida, uma andlise semelhante a feita a propésito da
intersecgdo externa mostra que ndo pode haver nem propriedade
monoténica nem propriedade absorvente para a unido externa, que
se deve rejeitar a propriedade comutativa e que, além disso, con-
vém aceitar a propriedade associativa. Por outro lado, a analogia
entre as duas operagdes externas permite construir igualdades de
Morgan, no estilo da férmula 9), a saber:

a) (YA) = x A7 ou VA =(xA])" (46)
t t
b) (xA)"=VA7 ou xA =(VA])",
t t
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com justificagdo decalcada da de 9), salvo no pormenor do uso
de 7) e 6) vir a ser substituido pelo uso de 45) e 36), isto para
ndo falar na adaptagdo dos argumentos do tipo e.

Exemplo 23. Uma consequéncia curiosa de 46a) é que o se-
gundo membro de 31’*), com A ,=A_ para cada n, conduz,
atendendo ao exemplo 12, a um desenvolvimento da unido exter-
na I:An.l.

Vejamos mais algumas propriedades da intersec¢do externa
e da unido externa. Para comegar, a desigualdade ébvia

infI., <supla,,
t t
as férmulas 36) e 45) e o teorema 4 dio a relacio

X A€ VA,

teT teT

a qual tem o seu paralelo na relagédo

A ALV A,

teT teT

esta concernente a operagdes internas e decorrente das respectivas
propriedades monoténicas.

Em seguida, vamos igualar cada um dos conjuntos A: & base
C#* dum cilindro C: <, com geratrizes paralelas ao espaco mar-
ginal Q«, (vejam-se a propriedade 42b) e o significado de Q,
estabelecido no texto introdutério deste n.° ). Entdo, temos a fér-
mula

" ok =rc, (47)

que é do mesmo estilo de 44) no sentido de relacionar duas ope-
ragbes homénimas, uma externa e a outra interna, isto a custa
dos conjuntos A: e dos cilindros correspondentes C: tais que C* =
= A: para cada teT.
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Justificagdo de 47). A férmula 9a), a férmula 44) com C_
em lugar de C., a propriedade 43b), a férmula 46a) com C* em
lugar de A. e, por fim, as igualdades C¥ = A: (acima admitidas)
conduzem a

fCt = (A C't')" [X (C%) ] =VCx = fAt.
t

Claro que hé outras vias para justificar 47).

Exemplo 24. Se passarmos para o espago & = Q*XQ** do
exemplo 22, obtido a partir de © por uma permutagio (fixa) das
coordenadas do ponto genérico o, esta seguida do recurso a asso-
ciatividade da multiplicagdo cartesiana, sabemos que qualquer
cilindro C € © com base C* € 2* se transforma no novo cilindro
C = C*xQ** onde C* = C* conjunto este que vamos instituir
em Unica parcela eventualmente nao-vazia duma unido externa
(obrigatoriamente com duas parcelas), a qual, atendendo a 47),
ficara igual a C. Nestes termos, seja qual for o cilindro C< 2, o
novo cilindro C reduz-se a uma uniéo externa especial.

Exercicio 27. Dé a interpretacdo geométrica da férmula 47)
quando os conjuntos A: sdo intervalos lineares em ntimero de 2
ou 3 e quando o espaco-produto 2 € o plano real ou o espago real
corrente, figurado num espago de Descartes a 2 ou 3 dimensdes.
Considere o caso geral e o caso particular em que Ac = [0 } para
cada t.

96



§9 — OPERACAO DE CORTE

1. Generalidades

Retomemos o espago-produto nio-degenerado Q@ = X Q,, de
teT
ponto genérico o = (u, teT), € 0s espagos marginais ‘

0 = X Qu e Q¥ = X Qs

t¥eT# t e T ek

de pontos genéricos o* = (s, t*eT*) e o** = (wuw, t¥*eT**), mar-
ginais de @ um em relacdo ao outro que foram introduzidos atra-
vés de 38).

Seja o* = (ouw, t*¢T*)eQ* um ponto fixo e seja C < 2 o cilindro
com base C* < 0* jgual ao conjunto elementar {«*}. Entdo, escolhi-
do arbitrariamente um conjunto A € @, podemos formar o novo
conjunto (A AC)** € Q**: que se obtém, projectando a intersec-
¢do de A com C sobre o espaco marginal Q**; que vamos repre-
sentar abreviadamente por A/»*; a que vamos chamar corte (fei-
to) no conjunto A pelo ponto »*, designacdo esta que vamos atri-
buir também a operagdo que transforma A em A/o* Quanto
a A, serda o conjunto cortado e, quanto a o*, serd o ponto
cortante.
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Exemplo 25. Sendo @ o espago coincidente com o plano real
X = X;x X;, de ponto genérico x = (x1,Xz), vamos tomar X* = X,,
X** = X, um ponto X* = x;¢X; e um conjunto A <X cuja figu-
racdo num plano de Descartes seja uma regido plana limitada por
um contorno fechado e quase-liso. + Nesta conformidade, C ser4
representado pela recta de equacdo x; = X; e A/x; serd represen-
tado pela figura que se obtém, projectando (no sentido da Geo-
metria cldssica) a interseccdo da imagem de A com a recta referida
sobre a recta de equacdo x; = 0, esta coincidente com o eixo das
ordenadas. Por outro lado, se particularizarmos para x; = 1 [ou
2], se escolhermos A -:{(1, 1), (2, 2)} e se juntarmos B = {(1,3),
(2,2)}, entdo A/X; = {1} [ou {2}] €X;e B/x1 = {3} [ou {2}] € X,,
donde concluimos que: conservando o ponto cortante, os cortes
podem ser disjuntos quando os conjuntos cortados ndo o sdo;
conjuntos cortados diferentes podem conduzir a cortes iguais; a
relagd@o AJo* < B/a* pode ser vidlida mesmo que falhe a relagdo
homdloga A < B.

Exercicio 28. Dé a interpretacdo geométrica do corte A/x*
quando © for o espago real corrente X = X;XX,;XxX; (figurado
como espago de Descartes), quando A for uma regido com imagem
limitada por uma superficie fechada e quase-lisat e quando, por
fim, X* for igual oua X;ouaXmny=XXX,.

2. Indicatriz do corte

Posto isso, vamos ver como, dado o ponto o* e escolhido o
conjunto A, as indicatrizes dos conjuntos envolvidos acompanham

+ Uma curva [ou superficie] diz-se lisa se e s6 se ela tiver recta [ou
plano] tangente cuja direcgdo [ou orientagio] varia continuamente ao longo
dela. Por outro lado, a curva [ou superficie] diz-se guase-lisa se e sé se ela
se compuser dum numero finito de partes lisas, destituidas de cruzamentos
e de solugdes de continuidade.
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a operagdo de corte. Temos a seguinte férmula, talvez surpreen-
dente pela sua singeleza intrinseca:

{op, t**eT**) =

@ #eTo
A/(wt*, t¥eT#)

= [Ia(ot, teT)] (48)

(wt* LEeTH) = (w t*eT*)
ou, mais abreviadamente,
*%
I (o) =[1 ()],
ou, ainda mais abreviadamente,

e (I'A)w*=$*’
onde as igualdades postas em indice significam que os argumentos
varidveis o+ da funcdo I. devem ser substituidos pelas determi-
nacbes particulares correspondentes ao ponto cortante.

Justificagio de 48). Como A/a* = (AAC)**, a férmula 39)
(com os papéis de @* e @** trocados), a férmula 6’), a férmula 41)
e a convengéio C* = {«*} ddo a relagéo

*%) 2= cup - . o

Lzl =sup [l (o) I g (o*) I (o™,
de modo que s6 falta provar que o supremo formado se identifica
com o segundo membro da segunda versdo de 48). Tal sucede efec-
tivamente porque, escolhido arbitrariamente o**, o supremo vale

1 se e s6 se o* = o* simultaneamente com I.(o) igual a 1, por sua
vez se e sO se [IA("’)] s, tomar ‘o valor 1, c.q.d.

Seguem algumas propriedades da operagdo de corte.

Para comecar, desde que T* abranja mais do que um indice
t*, o segundo membro da primeira versido de 48) ndo ¢é alterado
se substituirmos a fixacdo global de todas as coordenadas o
nas correspondentes determinacGes o por fixacdes parciais tais
que, por um lado, cada uma delas envolva certas coordenadas o
(uma ou mais) e que, por outro lado, a tltima acabe por apanhar
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as coordenadas ow remanescentes, fixagbes parciais essas que po-
dem associar-se ou trocar de ordem sem prejuizo do resultado
final, isto na qualidade de operagdes de fixagdo, ja4 que as indica-
trizes afectadas por elas se vao modificando. Por outro lado, cada
uma das fixagdes parciais aqui referidas conduz a um corte parcial,
a primeira de A, a segunda do primeiro corte parcial de A, a ter-
ceira do resultado da segunda, etc., e a tltima com resultado igual
a A/w*, Por isso, o corte (global) tratado em 48) pode resolver-se
em cortes parciais que serdo associativos e comutativos, isto na
qualidade de operacdes ja que os conjuntos cortados se vao modi-
ficando.

Exercicio 29. Dé a interpretacao das propriedades comutativa
e associativa, relativas a cortes parciais, quando o espago-produ-
to @ for o espaco real corrente, figurado como espago de Descartes.

3. Outras propriedades

Sempre que for conveniente, vamos juntar ao conjunto A do
n.” 2 outro conjunto B £ © ou entdo vamos substituir esse A por
conjuntos A, < @, com o indice u a percorrer uma familia U. Para
ja, apresentamos a relacdo
) _ _ (49)
a) Seja qual for »*, tem-se Q/a* = Q¥*;
b) Ajo* = 0** < Q** se e s6 se ou A =0 ou todo o ponto

oeA tiver coordenadas ow tais que 5= o para algum
t*eT*;

c¢) seja qual for o ponto w = (@, teT)e 2, tem-se wcA se e s6
se 0** = (e, tR¥eT** )eA fo* ;

d) seja qual for o*, a relagdo A < B implica a relacio A/a* <
< B/o*;

e) seja qual for o*, a disjungdo entre A e B implica a dis-
juncdo entre A/o* e B/o*.
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Justificacdo de 49). Em seguida recorremos sistematicamente
a férmula 48).

a) Igﬁ = 1 (constante 1 em Q**) .,

b) A condicdo do enunciado é equivalente a Iuﬁ* = 0 (cons-
tante 0 em Q%**),

c) IM;*(J'*) =1 ()
d) Atendendo ao teorema 4, temos IA < IB, donde

(L), o, <{@), —ousegal - <

[k Biwk "
e) Atendendo ao teorema 5, temos IA . IB = 0, donde

), (@), _=0ousejal I =0

wh Afux  Bfu*

Apresentamos mais algumas propriedades da operagdo de

corte através da seguinte relacdo, toda ela com o* fixo:
(50)

a) (A~)/o* = (Afe*)~ (permutabilidade formal entre o corte

e a complementac¢io) ;

b) ( v Au)f ok = V ' (Aw/ o*), com o caso particular do simbolo
2 em lugar de v (nos dois membros) na hipdtese de os con-
juntos A. serem disjuntos dois a dois (propriedade dis-
tributiva do corte com respeito a unido, com o caso par-

ticular da adicdo) ;

c) (A AY)/e* = A (Au/co*) (propriedade distributiva do cor-

uely
te com respe:to a interseccdo) ;

d) (A — B)/e* = (Afo*) — (B/u*) (propriedade distributiva
do corte com respeito a subtrac¢io).
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Justificacao de 50).
a) Atendendo as férmulas 3) e 48), temos

wme = (1=1) ,_—.= I, on- © @ tese segue.

b) Recordando a definicio de C, a definicio de corte, a fér-
mula 13) e a propriedade 40c), obtemos (VAu)/6*=[V (A,AC)]**=
u u
=V (Au/«@*). Em seguida, obtemos o caso particular recorrendo
a propriedade 49 e).
c) Atendendo 2 férmula 9b), aos resultados 50a) e b), a

férmula 9a) e a primeira propriedade da complementagio, obte-
mos

(AAu)/3% = [(VAT)/3%1™ = A (A=/3%)" = A (Au/a*),
d) Atendendo a férmula 11) e aos resultados 50c¢) e a), obte-
mos (A—B)/s*=(A/0*)A(B~/a*)=(A/0*)—(B/u*). —Acres-

centemos que é possivel justificar b), c¢) e d) também por via
de indicatrizes.

Exercicio 30. Deduza a propriedade distributiva do corte com

respeito a subtraccdo simétrica, expressa através da relagido
(AAB)/a* = (A/o*) A (B/a*).
Por fim, dois exemplos e mais dois exercicios.

Exemplo 26. Vale a seguinte assergdo: «Escolhidos arbitra-
riamente um cilindro C e um ponto pertencente ao espaco marginal
a que sdo paralelas as geratrizes, entdo a base de C coincide com
o corte feito em C pelo ponto escolhido.» — Com efeito, supo-
nhamos que C tem base C** < Q** e geratrizes paralelas a Q*.

Ent#o, escolhido o ponto w*:Q*, a férmula 41) da
I (o) =1, (a**) I (s*);
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logo a férmula 48) da
Ic/&*(m** ) = Ic**(m** ) 4
donde a tese.

Exemplo 27. Seja qual for o conjunto A< Q, ele terd trans-

formado A € Q, com o mesmo Q = 0* x 2** do exemplo 22. Entso,
seja qual for o**:Q** a férmula 48) permite escrever

IA/—OT)*((D**) = [Iﬁ(a)]w=—‘;¢ = [IA(m)]w*:E* = IA/;*((D**))
donde a igualdade entre conjuntos A/e* = A/e*. Caso A seja da

forma P*xQ**, com P*<Q* e com Q** < Q** entdo, seja qual
for o**, a férmula 29) da

I m(0™*) = [I,(0%) - I, (™) ] 4 5o
que vale 0 ou Igu(o™) conforme o* pertencer a (P*)~ ou a P*.
Concluimos néo s6 que

A/a* = O** se w¥e(P*),
como também que

AJa* = Q** se a¥eP*.

Exercicio 31. Prove que A/o* = Q** se e s6 se estiver contido
em A o cilindro de base elementar {E*} .

Exercicio 32. Escolhidos arbitrariamente o conjunto A <€
e o ponto o = (o, teT)eQ, caracterize os conjuntos

[(A7a%) X (A/0**)]/* e [(A/a*)X(A7u**)]/a**,
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CAPITULO 1II

OPERACOES A INCIDIR SOBRE CLASSES






SECCAO A

OPERACOES INTERNAS

§ 10 — GENERALIDADES SOBRE CLASSES
EXTRAIDAS DUM ESPAGO DADO

1. A nocdo de classe

Escolhido arbitrariamente o espago @(w), abreviadamente Q,
podemos considerar o conjunto genérico A € Q como ponto gené-
rico dum novo espag¢o que vamos representar pelo simbolo 2%(A),
abreviadamente 2%, cuja plausibilidade procuramos certificar um
pouco mais adiante. Nestes termos, os conjuntos A € Q sdo passa-
dos para pontos A«2? e podem servir para formar novos conjuntos
K < 2% conjuntos estes a que vamos chamar classes, a fim de
facilitar a distingdo entre eles e os conjuntos antigos no caso de
se desejar omitir a referéncia expressa aos espagos em que uns
e outros estdo contidos.

E 6bvio que as classes aqui introduzidas devem respeitar as
convencgdes e definicbes sobre conjuntos contidos num espago
dado. Assim haverd uma e s6 uma classe desprovida de pontos
A ¢ 2% a que vamos chamar classe vazia, subentende-se contida
em 22 Todas as classes restantes serdao ndo-vazias: singulares ou
elementares na hip6tese de abrangerem um elemento tnico A e
ndo-singulares ou ndo-elementares nas demais hip6teses. Podemos
exemplificar com a classe elementar {0} cujo tnico conjunto
[ou ponto] é O < Q[ou & 2°].
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Posto isso, dada uma classe K, o seu complemento ou classe
complementar K~ sera formado por todos os Ae2? que nio per-
tencam a K. Por outro lado, dadas duas classes K e L tais que
ou K seja a classe vazia ou AcK imponha AeL: escrevemos K € L
ou L > K, dizemos que K estd contida em L ou L contém K e
classificamos K como subclasse ou L como sobreclasse, uma e
outra imprdpria se K = L e propria nos demais casos. Teremos
a igualdade entre classes K = L e na hipétese de valer simulta-
neamente K<L e LLK e teremos a desigualdade entre classes
KL em todas as demais hipéteses.

Em face do exposto, igualdades do tipo K = { AAA% . )
ou (outra modalidade) do tipo K = { A sujeito a uma certa rela-
95,0} adquirem significados que podemos considerar como 6bvios.

Dada uma familia formada pelas classes K:, com o indice t
a percorrer uma familia T, eventualmente uma sequéncia ou uma
sucessao, podemos institui-las em classes secantes e podemos for-
mar a intersecc¢do A K: ou A K: ou A K., que ndo é sendo a classe

formada pelos A que tenham a propriedade de pertencerem simul-
tdneamente a todas as classes secantes. Definida assim a (operagdo
de) intersec¢do, podemos prosseguir nesta adaptacdo das relagoes
internas entre conjuntos ao caso do espago 2 passando para a
unido de classes, disjungdo entre classes, adicdo de classes e sub-
traccdo (corrente ou simétrica) entre classes. Todavia, podemos
evitar o trabalho de pormenor considerando que as relacées aqui
citadas se subordinam as relacées precedentes mediante a férmula
9), o exemplo 3, a férmula 11) e o exemplo 7.

Exemplo 28. Supondo que 2(«) é a recta real X(x), tomem-se
os conjuntos A; = {1}, A2 ={2} e As= {12} e formem-se as
classes K; = { AI,AQ} e K; = {Aa} Embora o conjunto A; néo
seja disjunto nem de A; nem de A;, as classes K; e K; resultam

disjuntas entre si e terdo a soma K; + K: = {A;, Az, As}.

Observacdo. Nao ha qualquer dificuldade em adaptar a uma
classe K<2% a nogdo da correspondente (fung¢do) indicatriz que
sera, com o novo simbolismo, uma funcio Ix(A) com o valor 1 ou
0 conforme tivermos AeK ou AsK—.
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2. Os espacos 2 e 2%

Caso o espago original 2(«) tenha um nimero de pontos
M < + ®, entdo qualquer indicatriz I(») tem um dominio com M
pontos e, portanto, ha tantas indicatrizes distintas entre si quantos
os modos de escolher M niimeros independentemente uns dos ou-
tros e por forma que cada um deles ou seja 0 ou seja 1. Dai e do
teorema 3 concluimos que existem 2 conjuntos A< Q e logo 2¥
pontos Ae2%. Este facto nfio s6 nos faz aceitar melhor o simbolis-
mo 2% para o novo espaco introduzido no n.° 1, como também nos
mostra, atendendo a desigualdade 2™ > M, que 2° tem mais pontos
do que Q. Esta conclusdo ¢ apenas um caso particular do seguinte

Teorema 9. «A classe formada por todos os conjuntos contidos
num espago dado é uma classe que tem sempre poténcia superior
a poténcia desse espago.»

Demonstracdo. Dado o espaco 2, a classe referida no enun-
ciado fica equiparada ao novo espaco 2%, Nestes termos, a corres-
pondéncia entre os pontos «eQ e os pontos { o} 2% é uma corres-
pondéncia biunivoca e reciproca, a qual esgota @ e deixa de fora
todos os pontos Ae2% que ndo sejam conjuntos elementares con-
tidos em Q. Entdo, conforme é sabido da teoria dos conjuntos:
ou Q é equivalente a 2% e logo a poténcia de 2° resulta igual a de
Q; ou nio hé equivaléncia e logo a poténcia de 22 resulta superior
a de Q. Pos isso, a tese ficard provada se conseguirmos demonstrar
que ¢ absurdo admitir a equivaléncia entre @ e 22 ou, atendendo
ao tipo de correspondéncia existente entre conjuntos A e indica-
trizes definidas em @, que € absurdo abmitir a equivaléncia entre
o conjunto dos possiveis pontos » € o conjunto das possiveis indi-
catrizes I(o).

Ora, admitida uma tal equivaléncia, redesignemos por ¢ o
ponto genérico de @ e representemos por I (o) a indicatriz cor-
respondente a £. Seja qual for a determinacdo escolhida para £,
podemos fazer o = £ e obter assim um niimero I,(£) ou igual a 0
ou igual a 1.
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Quando £ percorre 2, resulta uma fungdo 1 — I(£) que ndo
deixa de ser uma indicatriz I(£) ou I() e que nio pode coincidir
com nenhuma das fungdes I,(v). Isto porque, seja qual for £,
tem-se sempre a desigualdade I(o) =1 .(@) para o = £. Portanto,
as funcdes Ia(«), por hipétese todas as indicatrizes possiveis em
Q, deixam de fora certas indicatrizes definidas em Q. Estd assim
feita a redugdo ao absurdo por nés pretendida (isto por um proces-
so inspirado no conhecido método da diagonal, devido a Cantor),
c.q.d.
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§ 11 — CLASSES ESTABILIZADAS,
ALGEBRAS - ¢ E ESPACOS MENSURAVEIS

1. A nocdo de classe estabilizada

Supondo dado o espago 2(»), comecemos por algumas defini-
coes relativas a classes nao-vazias e formadas por conjuntos con-
tidos em Q.

1.2 definicdo. Uma classe ndo-vazia K diz-se fechada com res-
peito a certas operagées internas (subentende-se sobre conjuntos
contidos em Q) se e s6 se pertencer a K o resultado das operacdes
em causa, quando efectuadas sobre conjuntos pertencentes a K.

2.% defini¢do. Dada uma classe ndo-vazia K fechada com res-
peito a certas operagdes internas, qualquer outra classe ndo-vazia
diz-se do mesmo tipo que K se e sé6 se ela for também fechada
com respeito as operagbes internas em causa.

3.2 definicdo. Uma classe néo-vazia K classifica-se como classe
estabilizada com respeito a certas operacdes internas se e sé se
ela for fechada com respeito a essas operacées e, além disso, exis-
tir um conjunto fixo Ao, contido em @ e pertencente a todas as
classes do mesmo tipo que K. Chama-se elemento estabilizador a
todo o conjunto A, que esteja nas condiges aqui referidas.

Exemplo 29. Considere-se uma classe nio-vazia K fechada com
respeito a4 subtracgdo, quer dizer tal que AeK e BsK implica
A — BeK., Entio, existe AeK, pode tomar-se B = A e resulta O =
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A — A¢K, isto quer para a classe dado K quer para qualquer outra
classe nio-vazia e do mesmo tipo que K. Concluimos assim que a
classe inicial é uma classe estabilizada com respeito a subtrac¢do
e que o conjunto O é elemento estabilizador. Note-se que as consi-
deracdes precedentes permanecem validas se impusermos a con-
dicdo adicional B € A.

Em seguida vamos introduzir algumas classes estabilizadas
que se revestem de especial importancia em questées de medida
e de probabilidade.

2. Semianéis

Comecemos pela definicdo de semianel :

A uma classe nido-vazia K chama-se semianel se e sé se ela for
fechada com respeito a intersec¢do bindria (quer dizer com dois
conjuntos secantes) e, além disso, estiver satisfeita a chamada
condicdo de cadeia, isto € as hipéteses A«K, BeK e A < B impu-
serem a existéncia dum numero finito de conjuntos AneK (m =
=0,1,...,M) tais que Ao =A, Ax =B, An<Anyy para m<M
e Anag — AneK, também para m < M.

Note-se que, seja qual for o semianel escolhido, ¢ sempre pos-
sivel tomar nele A =B, donde An = A para todo o m e logo
Awi1 — An = O para m <M. Por outras palavras, o conjunto O
pertence obrigatoriamente a qualquer semianel. Por outro lado,
a parte da definigdo relativa aos conjuntos A e B > A conduz as
igualdades

B= "V Ac=A+[ 3 (Anu—An)]

o<mgM o<m<M

isto atendendo & relagdo B > An para cada m, a nota posta a seguir
a 16), 4 convengdo Ax = B, a propriedade monoténica da unifo, ao
teorema 1, a férmula 17°), & convengdo Ao = A e a propriedade
associativa da adicdo. Atendendo & férmula 18), temos consequen-
temente a nova relacéo

B — A= E (Am+1 - Am), (Sl)

o<m<M
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a qual prova, tendo em conta a primeira parte da férmula 11)
(com A e B trocados) e a parte da nossa definigdo relativa a inter-
secgdo bindria, que qualquer diferenca entre dois conjuntos dum
semianel (mesmo com diminuidor ndo contido no diminuendo)
pode ser igualada & soma dum nimero finito de diferengas per-
tencentes ao semianel, com a particularidade de cada parcela da
somia ter um diminuidor e um diminuendo ambos pertencentes
ao semianel e tais que o diminuendo contenha o diminuidor. Toda-
via, mesmo que A e B pertencam ao semianel, ndo hd nada que
obrigue B — A a pertencer a ele sistematicamente.

Em suma, um semianel é uma classe estabilizada com res-
peito a intersecgdo bindria com elemento estabilizador igual ao
vazio, mas sujeita a certos condicionamentos relativos a subtrac-
¢30 e nido necessariamente fechada com respeito a subtraccdo.

Exemplo 30. Um exemplo importante dum semianel é a clas-
se K formada por todos os intervalos contidos numa recta real
dada [eventualmente alargada]. — Com efeito, vimos no exem-
plo 16 que a intersec¢do de dois intervalos lineares é ainda um
intervalo linear; logo s6 falta reconhecer que K cumpre com a
condi¢io de cadeia da definicio de um semianel em relacdo a
intervalos lineares A ¢ B> A. —Ora, se designarmos por A; o
préprio A, por A} a parte de B anterior a A e por A) a parte
de B posterior a A, entdo cada conjunto A} (1= 0,1,2) serd um
intervalo linear (eventualmente degenerado) e cada soma

An= 3 A(m=0,1,2)

0<1<m

sera também um intervalo linear e logo pertencerad a K. Por outro
lado,

AOSA, A2:B, Am<A.m+1 para m<2

Anit — An = A’m+19K para m <2.
Concluimos assim que a classe K ¢ efectivamente um semianel.

Exercicio 33. Aproveite o exemplo 30 para mostrar que existem
semianéis que nfo sdo fechados nem com respeito a subtracgdo

3

nem com respeito A unifio com duas parcelas.
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3. Anéis e anéis - ¢

Posto isso, a uma classe ndo-vazia chama-se anel se e s6 se ela

for fechada simultaneamente com respeito & subtrac¢do e com res-
peito & unido bindria (quer dizer com duas parcelas). Atendendo
20 exemplo 29, podemos afirmar que um anel é uma classe estabili-
zada com respeito a subtrac¢do e com respeito @ unido bindria,
cabendo ao conjunto O o papel de elemento estabilizador.

52)
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Seguem outras propriedades dos anéis:

a) Um anel é fechado com respeito a adicdo bindria, a inter-

b)

c)

seccdo binaria e a subtracgdo simétrica;

um anel é fechado com respeito & unido ou adigéo finita
(quer dizer com um numero finito de parcelas) e com res-

peito 2 intersecgdo finita e ndo-degenerada (quer dizer com

um ndmero de conjuntos secantes que seja finito e maior
do que 1);

um anel é um semianel especial.

Justificacdo de 52). Em tudo quanto segue designamos por K
o anel dado. '

a) A propriedade relativa a adi¢@o bindria € apenas um aspec-

b)

to particular do facto de K ser uma classe fechada com
respeito a unifo bindria; a propriedade relativa a inter-
secgdo binaria resulta da férmula 10), quando aplicada a
dois conjuntos pertencentes a K; a propriedade relativa
4 subtraccio simétrica passa a ser uma consequéncia ime-
diata da igualdade do exemplo 7.

A propriedade relativa 4 unido ou adi¢@o reduz-se a relacdo
O:K na auséncia de parcelas, ja estd tratada no caso de
haver uma ou duas parcelas e passa para o caso de mais
do que duas parcelas por recurso a propriedade associativa
da unifo ou adicdo. Por outro lado, a propriedade relativa
4 interseccdo j4 estd tratada no caso de haver dois con-



juntos secantes e passa para o caso de haver mais do que
dois conjuntos secantes por recurso a propriedade asso-
ciativa da interseccdo.

c¢) Atendendo 2 alinea a) e a defini¢do de anel, sabemos que
K é uma classe fechada com respeito a intersec¢do binéria
e i subtracgdo e logo s6 falta provar que K, sendo classe
fechada com respeito & subtraccdo, satisfaz a condicéo de
cadeia da definicdo de semianel em relagdo a conjuntos
A e B > A, ambos supostos pertencentes a K; isto sucede
efectivamente se escolhermos M =1 e se tomarmos. em
conta que A; — Ay =B — AeK.

Exemplo 31. Em face da defini¢do de semianel e da parte
final da justificagdo de 52 c), podiamos ser levados a pensar que
é um anel todo o semianel fechado com respeito a subtraccéo,
como quem diz toda a classe nfo-vazia fechada com respeito a
subtraccdo e a intersecgdo bindria. Que tal ndo € o caso, reco-
nhece-se considerando um espago @ com mais do que k pontos e
tomando ai a classe K formada por todos os conjuntos que te-
nham no maximo k pontos. Esta classe é um semianel fechado com
respeito a subtrac¢io e, todavia, ndo é um anel porque a isso se
opdem as somas bindrias de certos conjuntos pertencentes a K.
Enfim, admitindo que a classe ndo-vazia K seja fechada com res-
peito & subtracgdo, a unifio e a intersec¢do (ambas bindrias) néo
desempenham o habitual papel dual quando se pretende que K
venha a ser um anel.

Exercicio 34. Dada uma recta real X [ou alargada X],
viu-se, a proposito do exercicio 33, que a classe formada por todos
os intervalos contidos em X [ou X] ¢ um semianel sem ser
anel. Por outro lado, pede-se para provar que ¢ um anel a classe
formada por todos os conjuntos contidos em X [ou X1 que

sejam finitos (quer dizer que tenham um numero finito de pontos).

Exercicio 35. E possivel dar uma defini¢do de anel que acate
o dualismo entre unides e interseccdes. Nestes termos, pede-se
para provar que a classe K é um anel se e s6 se ela for uma classe
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que seja ndo-vazia e fechada com respeito a subtraccdo simétrica
e que seja também fechada indiferentemente ou com respeito a
unifo bindria ou com respeito & intersecgdo bindria.

Posto isso, a uma classe ndo-vazia K chama-se anel-o (leia-se
anel sigma) ou, por vezes, o - anel se e s6 se ela for fechada simul-
taneamente com respeito & subtrac¢do -e com respeito a unido
intransnumerdvel (quer dizer com um ndumero finito ou com uma
infinidade numeravel de parcelas). Como a unifio bindria é um
caso particular da unifo intransnumeravel, concluimos néo sé que
todo o anel-o é um anel especial, como também que fodo o anel-o
é uma classe estabilizada com respeito a subtrac¢do e & unido
intransnumerdvel, cabendo ao conjunto O o papel de elemento
estabilizador.

E ébvio que a classe K, suposta um anel-o, tem forgosamente
todas as propriedades dum anel e deve possuir certas proprie-
dades adicionais, entre as quais citamos a de ser fechada com
respeito a adi¢do intransnumerdvel, isto em virtude de a adicdo
ser um caso particular da unido, e a de ser fechada com respeito
a intersec¢do ndo-degenerada e intransnumerdvel (quer dizer com
um ndmero finito maior do que 1 ou uma infinidade numeravel
de conjuntos secantes), isto devido & férmula 10), quando apli-
cada a conjuntos pertencentes a K que sejam em nuimero finito
maior do que 1 ou formem uma infinidade numerével.

Exemplo 32. Dado um espago @, é anel-s a classe K formada
por todos os conjuntos contidos em Q que sejam intransnumerd-
veis (quer dizer finitos ou numeraveis). Com efeito, ¢ intransnu-
meravel qualquer diferenca entre dois conjuntos pertencentes a K
e é intransnumeravel qualquer unido intransnumeravel com par-
celas pertencentes a K.

Exercicio 36. Dado um espaco @ que seja infinito (quer dizer
com infinitos pontos), prove que ¢ anel, sem ser anel-o, a classe
formada por todos os conjuntos contidos em € que sejam finitos.

Exercicio 37. Faga a caracterizagdo dos anéis, anéis-c e semi-
anéis através das indicatrizes dos conjuntos que lhes pertencem.
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4. Algebras, classes monoténicas e algebras-o

Posto isso, a uma classe nio-vazia K chama-se dlgebra, por
vezes também corpo, se e s6 se ela for fechada simultaneamente
com respeito & complementagdo e com respeito a unido bindria.
Admitindo que K seja uma algebra, existe um conjunto AeK e
logo a definigdo de algebra e a férmula 8’) implicam sucessiva-
mente A~eK, A +A- =K e &~ =Q ~Q = O:K. Portanto, toda
a dlgebra é uma classe estabilizada com respeito a complemen-

tacdo e a unido bindria, cabendo aos conjuntos O e Q o papel
de elementos estabilizadores.

Escolhidos arbitrariamente dois conjuntos AeK e B:K, a férmu-
la 11) e a definicdo de algebra implicam que A—B=(A" 7V B)"eK,
ficando assim respeitada a definicdo de anel. Este facto e o resul-
tado 52) justificam as propriedades duma dlgebra:

53)

a) Uma algebra é fechada com respeito a adicdo binéria, &
interseccdo binaria, & subtracgdo (vulgar) e a subtraccdo
simétrica ;

b) uma algebra é fechada com respeito a unifio ou adigéo

finita e com respeito a interseccdo finita (mesmo dege-
nerada) ;

¢) uma algebra é um anel especial.

Exemplo 33. Ha uma defini¢do alternativa ou dual para uma
dlgebra como classe ndo-vazia e fechada com respeito a comple-
mentagdo e a interseccdo bindria. — Com efeito, aceite a primeira
defini¢do, a parte de 53a) relativa a intersec¢do completa as con-
diGges relativas ‘4 nova defini¢do; por outro lado, aceite a nova
definicdo, esta implica a anterior desde que se prove que uma
classe ndo-vazia K, fechada com respeito 4 complementacio e a
intersec¢do bindria, resulta necessariamente fechada com respeito
4 unifo bindria — coisa esta que se conclui efectivamente por
recurso & férmula 9a), quando aplicada a conjuntos pertencentes

a K.
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Exemplo 34. Vale a seguinte assercdo: «Um anel K é uma
dlgebra se e s6 se o espago Q pertencer a K.» — Com efeito, o
estudo precedente mostra que a classe K, suposta uma dlgebra,
é um anel que abrange Q; inversamente, se K for um anel tal que
QeK, entio K é uma classe nio-vazia e fechada com respeito a
unido bindria e assim s6 falta provar que K é também uma classe
fechada com respeito & complementagio; isto sucede realmente
porque, escolhido arbitrariamente BeK, a parte da definicio de

A

anel relativa & subtracgdo impde a relacdo @ — B = B7¢K.

Exercicio 38. Dado um espago @ transnumeravel (quer dizer
nem finito nem numeravel) : mostre que a classe K formada por
todos os conjuntos intransnumeraveis contidos em € é um anel
(e até um anel-c) sem ser uma algebra; mostre também que a
classe L formada pelos conjuntos da classe K e pelos seus com-
plementos ja se constitui em algebra (recorrendo, para o efeito,
as igualdades de Morgan).

Vamos introduzir, de permeio, as chamadas classes monotoni-
cas fechadas, por vezes também denominadas monétonas fechadas.

A uma classe ndo-vazia chama-se monotdnica [ou ascendente
ou descendente) fechada se e s6 se ela for fechada com respeito
2 passagem ao limite ao longo de sucessdes monotdnicas [ou ascen-
dentes ou descendentes].

A propésito desta definigdo, convém lembrar a 1.* propriedade

do n° 5 do §5, segundo a qual o limite citado existe sempre e é
igual & unifio ou A interseccio dos termos da sucessdo proposta

(conforme esta for ascendente ou descendente). Em geral, uma
classe monoténica [ou ascendente ou descendente] fechada ndo
¢ uma classe estabilizada, mas sélo-a se ela for, por exemplo, uma
algebra monoténica [ou ascendente ou descendente] fechada.

Exercicio 39. Dado o espago @ formado pelos niimeros natu-
rais, dé exemplos de pares de classes monoténicas [ou ascendentes
ou descendentes] fechadas e ndo-elementares que sejam disjuntas
entre si.

Posto isso, a uma classe ndo-vazia K chama-se digebra-c e
também o-algebra, por vezes corpo-s e também o-corpo, se e sé se
ela for fechada simultaneamente com respeito & complementacdo
e com respeito A unido intransnumerdvel.
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Como a unifio bindria € um caso particular da unido intrans-
numeravel, concluimos néo s6 que toda a dlgebra-s é uma dlgebra

2

especial, como também que toda a dlgebra-o ¢é uma classe esta-
bilizada com respeito a complementacio e a unido intransnume-
rdvel, cabendo aos conjuntos O e Q o papel de elementos estabi-
lizadores. Além disso, a parte da propriedade 53 a) relativa & sub-
tracgéo e a parte da definicio de dlgebra-e relativa & unido mos-
tram que toda a dlgebra-o é um anel-s especial. Em suma, uma
dlgebra-o, além de abranger os conjuntos O e Q, revne todas as
propriedade das dlgebras e dos anéis-o, nomeadamente :

54)

a) Uma algebra-o é fechada com respeito 2 complementacio,

S

4 subtraccio (corrente) e & subtraccio simétrica;

b) uma algebra-c é fechada com respeito a intersec¢io in-
transnumerivel e 4 unido ou adicio intransnumeravel.

Este repertério de propriedades pode resumir-se através do

Teorema 10: «Uma algebra-c é uma classe estabilizada com
respeito a todas as operacGes internas intransnumeraveis por nds
introduzidas, cabendo aos conjuntos O e Q o papel de elementos
estabilizadores.»

Exemplo 35. HA uma definicdo alternativa ou dual para uma
dlgebra-e como classe ndo-vazia e fechada com respeito a comple-
mentagdo e a interseccdo intransnumerdvel. — A justificagdo desta
assercio obtém-se a partir da justificagdo homoéloga do exemplo
33, pondo 54b) em lugar de 53 a) e pondo interseccdo ou unifo
intransnumeravel em lugar de intersec¢do ou unido bindria.

Exemplo 36. Vale a seguinte assercdo: «Um anelc K é uma
‘4lgebra-c se e s6 se o espago @ pertencer a K.» —A justificagio
desta assercfio obtém-se a partir da sua homéloga do exemplo 34,
pondo dlgebra-o e anel-c em lugar de algebra e anel e pondo unio
intransnumeravel em lugar de unifio binéria.
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Exemplo 37. Vale a seguinte assercdo: «Uma algebra K é uma
dlgebra-o se e s6 se K for uma algebra ascendente [ou descen-
dente] fechada.» —Com efeito, se K for uma &lgebra-c e logo
uma algebra, estd tera de ser ascendente [ou descendente] fecha-
da, porque a isso a obrigam a natureza do limite duma sucessido
ascendente [ou descendente] e a propriedade 54 b) no caso da
numerabilidade. Inversamente, verificada a primeira [ou a se-
gunda] versdo da condigdo do enunciado: escolham-se arbitra-
riamente conjuntos A.eK(n=1,2,...,ad infinitum); ponha-se

BN = v An [Ou A An]

1<ngN 1<agN

para todo o N natural; atenda-se a que 53 b) assegura ByeK para
cada N e que a propriedade monoténica da unido [ou interseccio]
assegura

Bx € By:1 [ou > By ]

para cada N; tome-se em conta que as propriedades comutativa,
associativa e absorvente da unido [ou interseccdo] dao

V. Bv= VY Asfou A Byx= A& A];
1KN< oo 1<n<+oo 1N+ oo 1aL+o

recorra-se a defini¢do de classe ascendente [ou descendente] fe-
chada; infira-se que K € uma classe nido-vazia e fechada com res-
peito & complementacio e & unido [ou interseccdo] intransnume-
ravel; termine-se a dedugdo invocando a defini¢do original [ou
dual] para uma algebra-o.

Exemplo 38. Vale a seguinte assercdo: «Toda a algebra finita
é uma algebra-o.» — Com efeito, se a algebra K tiver apenas um
numero finito de conjuntos, toda a unido numeravel com parcelas
pertencentes a K mete parcelas repetidas, cuja supressio (correcta
em face da propriedade absorvente da unido) conduz a uma unifo
finita, a qual, atendendo a 53 b), terd de pertencer a K. Logo K
satisfaz & definicdo de &lgebra-c.
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Exemplo 39. Seja qual for o espago Q, reconhece-se imedia-
tamente que a classe finita K = {O,Q} é uma algebra e logo ¢ uma
algebra-c, & qual podemos chamar dlgebra-c minima (minima
porque os elementos estabilizadores O e @ nédo podem faltar).
— Por outro lado, a classe L = 29 ¢é fechada com respeito a ope-
ragdes internas arbitrarias ; logo é uma algebra-s, 4 qual podemos
chamar dlgebra-c mdxima (méxima porque néo existe sobreclasse
prépria para a classe formada por todos os conjuntos contidos
em Q). — Claro que, em geral, havera dlgebras-c intermédias entre
as algebras-c minima e maxima.

Exemplo 40. Dada a recta real X(x) [eventualmente alargada
X(x)], considere-se a classe K formada pelas somas (possivel-
mente degeneradas) que podem obter-se adicionando um ntimero
finito de intervalos da forma {— ® <x<b} ou, se a> — ©, da

forma {a < x <b} [eventualmente da forma {a < x < + ®} ou, se
b <+, daforma {a <x<b} ], qualquer um deles possivelmen-

te degenerado. O exame de todas as formas de intervalos lineares
capazes de intervir na qualidade de parcelas mostra que qualquer
intersecgdo de duas parcelas é, por sua vez, um intervalo do gé-
nero aqui considerado. — Ora, escolhidos arbitrariamente inter-
valos Jo(n=1.2,...,N< + ©) do género referido, disjuntos dois
a dois e com extremos a. € ba 2 an, podemos ordena-los por forma
que os nimeros a» cresgam com n resultando, caso se tenha N > 1,
a relacdo bn < anu para n=1,2,...,N—1. Entdo, as partes de
X [eventualmente X1 anterior a Ji, posterior a Jx €, caso se tenha
N > 1, intermédia entre Ju e Juu para n = 1,2,...,N—1 séo partes
que se constituem em intervalos Ka (n = 1,2, ..., N4+1), estes to-
dos do género aqui considerado, disjuntos dois a dois e tais que

X [eventualmente X] = ( S Ta) + ( 35 Ku);

1<ngN 1<nEN+-1

donde, atendendo a férmula 18), a relacdo

2"( Kn = ( ét Jn)n,

1<ngN+1 1<ngN
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a qual prova que a classe K, certamente nao-vazia, é fechada com
respeito a complementagio. Por outro lado, escolhidas arbitra-
riamente a soma

e outra soma do mesmo género, digamos

é J’-n' )

1< EN?
a féormula 13’) d4 a relagéo

(2 T)A( 3 Pu)= 3, (Ja AT,

1<ngN 1<’ N’ 1NN, 1K’ EN

a qual prova que a classe K ¢é fechada com respeito a intersecgio
binaria. Dai e do exemplo 33 concluimos que K é uma algebra.
Todavia, K ndo pode ser nenhuma dlgebra-oc porque, se escolher-
mos as somas degeneradas J, = {0 <x< l/p} (p=123,..),
entdo A T, ={O}eK‘, pelo que a propriedade 54b) obsta a

1<p<t0o
que K seja uma algebra-c.

Exercicio 40. Faca a caracterizacio das diversas algebras e das
diversas classes monoténicas fechadas através das indicatrizes
dos conjuntos que lhes pertencem.

5. Espacos mensuraveis

Entre as classes definidas num espaco dado ©(») distinguem-
-se, por ordem crescente da sua importancia, as classes estabili-
zadas com respeito a certas operagdes internas, entre estas os di-
versos géneros de anéis e de algebras e, ap6és nova seleccdo, as
chamadas 4lgebras-o, as quais podemos assinalar preferindo a letra
A a letra K usada no caso geral.
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Nesta conformidade, sendo A o conjunto genérico de 4, po-
demos constituir o par ordenado [2(«), A(A)] ou abreviadamente
(2,4), a que vamos chamar espaco mensurdvel, por vezes também
espago medivel, atribuindo-se entdo ao conjunto genérico AeA
a designacio de conjunto mensurdvel, por vezes também conjunto
medivel. Em qualquer dos casos, a classificacdo de mensuravel
ou medivel foi adoptada tendo em vista que, mais adiante, o ente
afectado vai ficar com uma medida ou seja com uma grandeza
cuja definicio adequada vai aparecer na continuacdo do nosso
estudo. Para j4, a terminologia introduzida permite refrasear o
teorema 10 sob a forma do

Corolario 10°. «Escolhido arbitrariamente um espago mensu-
rével (Q,4), resultam mensurdveis o conjunto vazio, o préprio
espaco Q e quaisquer conjuntos que possam obter-se a partir de
conjuntos mensurdveis por meio das operagdes internas intrans-
numeraveis por noés introduzidas.»

Em suma, um excelente grau de conserva¢do para os con-
juntos mensurdveis.

Exemplo 41. Seja qual for o espago ndo-elementar Q, o par
ordenado (2,4) serd um espago mensurdvel sempre que A =
={0,9,A A" }» com A a representar um conjunto arbitrério,
contanto que nio-vazio e distinto de ©. Com efeito, como a classe
A é nio-vazia e fechada com respeito & complementagio e a unido
bindria, ela fica instituida em algebra finita e logo em &lgebra-
(veja-se o exemplo 38).

Exercicio 41. Dada a recta real X [ou alargada X1, prove que
(X,A) [ou (X,A)] é um espago mensuravel, desde que se defina A
como sendo a classe formada por todos os conjuntos intransnu-
meraveis e pelos seus complementos (recorrendo, para o efeito,
as igualdades de Morgan). Haverd intervalos pertencentes a A?
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§ 12 — ALGEBRAS-s COMPLETIVAS, GERAGAO DE ALGEBRAS-¢
E GENERALIZAGCOES

1. Generalidades

Dado o espaco (o), considere primeiro uma classe K esta-
bilizada com respeito a certas operacbes internas e, em seguida,
outra classe L do mesmo tipo que K. Entdo, a existéncia de ele-
mentos estabilizadores pertencentes simultaneamente a todas as
classes do mesmo tipo que K ou L impede que se formem & custa
de K e L quaisquer complementos, diferencas (vulgares), dife-
rencas simétricas ou somas que sejam ainda classes do mesmo
tipo que K ou L. Por outro lado, tirando o caso em que uma das
classes é subclasse da outra ou seja o caso em que a unifo se
reduz a uma das parcelas, também nZo sdo boas as perspectivas
para K V L vir a ser uma classe do mesmo tipo que K € L, porque
se afigura dificil que KV L se mantenha fechada com respeito
as operagbes internas incidentes, as quais agora podem envolver
conjuntos provenientes em parte de K e em parte de L; isto se
exceptuarmos a complementacdo que ¢ uma operagdo undria
(quer dizer opera sobre um s6 conjunto).

Exemplo 42. Retomemos o exemplo 41 e suponhamos ai que
o espaco @ tem mais do que 2 pontos. Se mudarmos o conjunto
A 0,Q para outro A’5£0,Q,A, A", concluimos que A~ +#0,Q,
A, A~ e ficamos assim com duas 4lgebras-o diferentes, uma { 0, @,
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A, A"} = A e outra {0,9,A’, A"} = A Entdo, AVA’ = {0,Q,A,
A-,A’, A"} compde-se de 6 conjuntos (todos distintos entre si).
Pode ficar para exercicio a prova, por via directa, de que AV A’
nio pode ser nenhuma algebra-c (prova esta que afinal nédo vale
a pena fazer aqui porque veremos, mais adiante e em termos mais
gerais, que ¢ impossivel a existéncia duma é&lgebra-c com um
nimero de conjuntos que seja finito e diferente duma poténcia
perfeita de 2).

Exercicio 42. Comprove a incompatibilidade alegada no exem-
plo 42 na hipétese especifica

0={1,234),A={1} e A={1,2}.

2. Estudo dum tipo de completagéo

Escolhida arbitrariamente uma classe ndo-vazia L(L) ou seja
uma classe L de conjunto genérico L € Q, vamos chamar classe
completiva de L e vamos representar por L(L) a classe L formada
por todos os conjuntos L € @ que estejam contidos nalgum con-
junto LeL. Como qualquer L é subconjunto (impréprio) de si
mesmo, vé-se imediatamente que vale sempre L< L e que L = L
se e s6 se L for uma classe hereditdria, quer dizer uma classe
nio-vazia tal que todo o subconjunto dum conjunto LeL herde de
L a propriedade de pertencer a L. Nestes termos, QeL implica
L=2°

Supondo que A(A) e L(L) sdo duas algebras-¢, vimos no n.° 1
que AV L é forcosamente uma algebra-c se L< A ou A< L, mas
em geral nio é uma dlgebra-c nos demais casos. Por outro lado,
se apenas A continuar a ser obrigatoriamente uma algebra-c, a
hipétese L € A ndo assegura que se tenha L<A nem assegura
que L venha a ser uma algebra-o, Mas, caso a classe L < A satis-
faca as condigdes da primeira definicdo duma algebra-¢, com pos-
sivel excepcdo da condicdo de ser fechada com respeito & com-
plementacio, entdo podemos alcangar um resultado bastante util
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se substituirmos a unido de classes AV L, de comportamento in-
certo, pela classe M cujo conjunto genérico M € a unido genérica
A VL. Nestes termos, vamos enunciar o

Teorema 11. «Escolhidas arbitrariamente uma algebra-¢ A e
uma classe L € A que seja ndo-vazia e que seja fechada com res-
peito a unides intransnumeraveis, entdo constitui-se em Aalgebra-o
a classe M cujo conjunto genérico € a unido do conjunto genérico
de A com o conjunto genérico da classe L completiva de L. Além
disso, tem-se sempre a relagio A € M e tem-se a igualdade A = M
se e s6 se L <A (condicio esta satisfeita, em particular, se a
classe L for hereditdria).»

Demonstragcdo. Antes de mais nada, existem conjuntos AcA,
LeL e Le L, de modo que resulta ndo-vazia a classe M formada

pelas unides AVL = M.

Em seguida, escolhidos arbitrariamente conjuntos M, =
= An VLM (n=1,2,3,...) tais que, seja qual for n, se tenha A,cA e
T.cL donde L. € LaeL, entdo as propriedades da unido ddo

YMa = (YA)V (L),

com YAweA e com VL. <VIneL, donde concluimos primeiro
que Y LaeL e depois que ¥ MaeM. Assim M resulta uma classe fe-
chada com respeito & unifo intransnumeravel.

Por outro lado, seja qual for o conjunto M = AVL, existe
um LeL tal que L €L ou, equivalentemente, L~ >L~; logo as
férmulas 9a), 8’) e 13’) e as propriedades da interseccdo déo

M-=(A-AL-) A (L~ +L)=(A-AL-)+ [(A-AL-)AL]

onde o teorema 10 assegura A~ AL~e¢A e onde a propriedade mo-
noténica da intersec¢do assegura L > (A~ Af_.") ALeL. Assim M
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resulta uma classe fechada com respeito 4 complementagéo e logo
resulta uma algebra-o.

Posto isso, como O:L, podemos escolher L = O donde, seja
qual for AeA, a relagdo A = AV OsM da qual depreendemos A < M.

Por fim: ou L nfo estd contida em 4, existe um LeA~ ao qual
corresponde M = OVL = LeA™ e resulta A% M; ou L < A, tem-se
M = AV LeA para qualquer A e para qualquer L e resulta a rela-
¢io M < A, a qual, juntamente com A < M, prova que vale a igual-
dade A =M, c.q.d.

Como a férmula 17') d4 M = A+ (M — A), reconhecemos
que a algebra-c M ¢ afinal a soma da édlgebra-c A com a classe
M — A, esta impossibilitada de ser uma algebra-c e formada 2
custa de A por intermédio de L < A. Vamos chamar completacio
de A com respeito a L a transfomacfo de A em M (por intermédio
de L € A) e vamos chamar a M dlgebra-c completiva de A com
respeito a L; por outro lado, vamos considerar a dlgebra-o original
ou completa ou incompleta com respeito a L conforme tivermos

ouA=Moud+M.

Se quisermos, podemos reformular as definicdes aqui dadas
em termos de espacos mensuraveis, chamando completacdo do
espaco mensurdvel original (@, A) com respeito a L a transfor-
macio de (2,4) no novo espago mensuravel (2, M), chamando
a (Q,M) espaco mensurdvel completivo de (2,A) com respeito
a L e considerando o espago mensuravel (Q,A) ou completo ou
incompleto com respeito a L conforme tivermos ou A =M ou
A#£M.

Exercicio 43. Dado o espago € = {1,2,3,4,5}, ponha A =
= {1,2}, considere a algebra-c A ={0,Q,A, A"} e complete-a com
respeito a classe L formada:

a) pelo unico conjunto A;
b) pelos dois conjuntos O e A™;

¢) pelos trés conjuntos A,A™ e Q.
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3. Geracdo de certas. classes

O estudo precedente revelou que em geral as classes estabi-
lizadas com respeito a certas operacdes internas relativas a Q
deixam de ter tipo fechado com respeito as principais operacoes
internas relativas a 2% pelo menos enquanto deixarmos de lado
a interseccdo de classes. Mas, se metermos a dita interseccdo,
veremos que as coisas passam a correr excepcionalmente bem.

Com efeito, temos o

Teorema 12. «Escolhida arbitrariamente uma classe estabi-
lizada com respeito a certas operagdes internas, entfio a intersec-
¢do K de quaisquer classes do mesmo tipo da escolhida € ainda
uma classe desse tipo, com a particularidade de pertencer a K
todo o elemento estabilizador da classe escolhida.»

Demonstragcdo. Considerem-se quaisquer classes K+ do mesmo
tipo que a classe escolhida, com t a percorrer uma familia T (com
o minimo de um indice e eventualmente transnumerével). Como
os elementos estabilizadores da classe escolhida pertencem a
cada uma das classes K, resulta que eles pertencem também a

A K: = K ; assim s6 falta provar que K é uma classe fechada com
€

respeito as operagdes internas incidentes.

Ora, caso se sujeitem certos conjuntos KeK a operagGes in-
ternas incidentes, entdo cada um dos conjuntos K seleccionados
resulta, seja qual for t, um conjunto K:zK: e, portanto, o resultado
das operagbes seleccionadas pertence a cada uma das classes K.
e logo pertence a K, c.q.d.

Uma consequéncia imediata do teorema 12 é o

Corolario 12°. «Escolhido arbitrariamente um espaco, a inter-
seccio ou de quaisquer anéis [ou anéis-o] ou de quaisquer algebras
[ou 4lgebras-o] € respectivamente ou um anel [ou anel-s] ou uma
algebra [ou algebra-o].»
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Exercicio 44. Indague o que se passa com a tese analoga
a do corolario 12, que se obtém substituindo formalmente as

classes secantes do enunciado por:
a) semianéis;
b) classes hereditarias;

¢) classes monoténicas [ou ascendentes ou descendentes]
fechadas.

Posto isso, dado o espago 2, seja G uma classe arbitrdria
(& qual se permite que seja vazia). Claro que a classe méxima 29
contém G e € uma classe fechada com respeito a quaisquer ope-
ragbes internas relativas a Q. Entdo, escolhida uma classe L esta-
bilizada com respeito a certas operagdes internas, 2% serd uma
classe estabilizada do mesmo tipo que L a qual, além de conter G,
pode ser uma das classes secantes referidas no enunciado do teo-
rema 12. Consequentemente, se considerarmos as diversas clas-
ses G: que sejam do tipo de L e que contenham a classe G, entdo
o indice t percorre uma familia de indices T com um ou mais
elementos; a correspondente intersecgdo

G°= A G (55)

¢é ainda uma classe estabilizada do mesmo tipo que L a qual, aten-
dendo 4 nota a férmula 16), se sujeita a relacdo G°> G.

Nesta conformidade, vamos chamar a G° classe do tipo de L
e gerada por G, vamos chamar a G classe geradora da classe G°
do tipo de L e vamos chamar & transformacio de G em G° geracio
de G° do tipo de L a partir de G. Sempre que o tipo de L for o
de algebra-o [ou algebra, anel-o, anel], podemos simplificar a ter-
minologia chamando a G° dlgebra-s [ou é&lgebra, anel-o, anel]
gerada [ou gerado] por G.

Ora, toda a classe K contendo G e também do mesmo tipo
que L coincide com uma das classes secantes G: de 55) e, conse-
quentemente, sujeita-se & relagdo G° < K ; por outras palavras, G°
¢ subclasse de toda a classe K do género referido. Como a prépria
classe G° é do género assinalado, afigura-se natural que vamos
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chamar a G° também classe minima do tipo de L e construida
sobre G, eventualmente dlgebra-o [ou algebra, anel-o, anel ] minima
[ou minimo] coustruida [ou construido] sobre G.

Seguem as principais propriedades da operacio de geragdo
aqui definida, isto debaixo da hipdtese de se encontrar fixado o
tipo de L ou seja da hipétese de estabilizagdo com respeito a certas
operagdes internas:

56)

a) Seja qual for G, tem-se G < G° e G° resulta do mesmo tipo
que L;

b) G = G° se e s6 se G for do mesmo tipo que L;
¢) seja qual for a classe H > G, tem-se H° > G°;

d) a relagdo G € H € G° implica G° = H°. }

Justificagdo de 56). a) Trata-se duma reafirmacdo de conclu-
sOes anteriores.

b) Se o tipo de G nio for o de L, entdo a parte final de a)
impede a coincidéncia entre G e G°. Por outro lado, se¢ G tiver o
tipo de L, entdo G coincide com uma das classes secantes Gt de
55), donde G° € G, e logo, atendendo & parte inicial de a), a igual-

dade G = G°.
¢) Pondo H°= A H s, no estilo de 55) e com significados ébvios

para os simbolos usados a hipétese feita implica, seja qual for
ueU, a relacdo H. > H > G, de modo que H. coincide com uma das
classes G:. Dai e das propriedades da interseccdo concluimos que
G° < He.

d) A hipétese estabelecida e a alinea ¢) ddo G° < H° < (G°)°
e, em seguida, as alineas a) e b) ddo (G°)° = G°. Portanto, G° <
< H° <G’ e a tese segue.

+ O uso mais frequente de 56) corresponde ao caso em que G° € q
dlgebra-o gerada por G.
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Exemplo 43. Escolhida arbitrariamente uma algebra-c 4 do
género referido no exemplo 41, podemos conseguir a relagdo 4 =
= G° com G° igual 2 algebra-¢ gerada por G, se escolhermos para
G uma das classes elementares ou {A} ou {A~}. Para j4, a igual-
dade A = (A~)~ mostra que as duas opgbes indicadas apenas se
distinguem formalmente, de modo que ndo perdemos em genera-
lidade se escolhermos G = {A}. Em seguida, G° contém G e nio
pode deixar de fora nem A nem o complemento A~ nem algum
dos elementos estabilizadores O e 2. Logo G°> A > G e a tese segue
de 56d) e b).

Exemplo 44. Vale o seguinte critério: «Escolhida arbitraria-
mente uma classe ndovazia G, a intersec¢io J de todas as sobre-
classes de G que sejam ascendentes [ou descendentes ou mono-
ténicas] fechadas é uma intersec¢do que coincide com a algebra-¢
gerada por G se e s6 se J for uma algebra.» — Com efeito, sendo
G° a algebra-c gerada por G, logo dada pela férmula 55), sabemos
que cada classe secante G: é, atendendo ao exemplo 37, uma classe
secante de J especialmente seleccionada. Portanto, a propriedade
monoténica da interseccdo da J € G°. — Por outro lado, como todos
os conjuntos pertencentes a G sio elementos estabilizadores para
as diversas classes secantes de J > G, o resultado 56a) torna a clas-
se J, gerada pela interseccdo referida no enunciado, em classe
ascendente [ou descendente ou monoténica] fechada, podendo
servir como referéncia L qualquer sobreclasse de G que seja as-
cendente [ou descendente ou monoténica] fechada, por exemplo
L = 2% — Posto isso, ou a classe J ndo é algebra e a igualdade
entre J e a algebra G° torna-se impossivel ou entdo a classe J &
uma 4lgebra e a asserg¢do do exemplo 37 obriga J a ser uma 3lge-
bra-o, caso este em que a relagdo ja deduzida GLJT<G° e os
resultados 56d) e b) conduzem a G° = J°=1J, c.q.d.

Exercicio 45. Dados o espago @ = {1,2,3,4} e a classe G com-
posta pelos dois conjuntos {2} e {1,3}, forme todos os géneros
de anel e de algebra que possam ser gerados pela classe G.
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§ 13— DECOMPOSICAO ADITIVA DUM ESPACO MENSURAVEL

1. Generalidades

Escolhido arbitrariamente um espago mensuravel [2(»),A(A)]
ou abreviadamente (2,4), é o nosso objectivo aprofundar o estudo
da estruturagdo interna da dlgebra-c A formada por todos os con-
juntos mensuraveis A, Por vezes, as nossas consideragbes valerdo
também para o caso de A ser uma 4lgebra sem ser uma algebra-o;
todavia deixaremos ao cuidado do leitor a discriminacio de tais
situagoes.

Posto isso, vamos chamar decomposi¢do aditiva ou mais
simplesmente decomposi¢ido, em qualquer dos casos do espaco
mensuravel dado ou da correspondente algebra-c, a toda a classe
intransnumerdvel D = {Ay, Ay, ... ,As, ...} ou ainda a toda a for-
macdo duma tal classe D, isto debaixo da convencdo de que os
simbolos An(n = 1,2, 3, ...) designem conjuntos ndo-vazios, mensu-
rdveis, disjuntos dois a dois e tais que o espago Q, ele préprio men-
suravel em virtude do corolario 10, satisfaca a igualdade © = %}An.

Uma tal decomposicio diz-se finita ou infinita consoante os
conjuntos A, forem em ntimero finito ou infinito; diz-se redutivel
ou irredutivel consoante existir ou deixar de existir algum A
com subconjunto préprio, ndo-vazio e mensuravel. Neste contexto
podemos classificar um conjunto ndo-vazio e mensurdvel como
dtomo de (2,A) ou de A se e s6 se ele for desprovido de subcon-
juntos préprios, nao-vazios e mensurdveis. Assim um conjunto
elementar sera um itomo se e sé se ele for mensuravel ; por outro
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lado, ndo s6 uma decomposicdo sera irredutivel se e sé se todos
os seus conjuntos forem dtomos, como também dois dtomos A;
e Az == Ay ndo podem deixar de ser disjuntos, isto porque a inter-
secgdo mensurdvel A; A A, ndo pode deixar de ser vazia.

Dada a decomposigio D ={ Ay, Ay, ..., Ay, ... } : vamos chamar
classe das somas extraidas de D e vamos representar por S (A,
A, ..., Ay, ...) ou por S (D) ou ainda por S a classe formada por
todas as somas parciais que possam obter-se a partir de f‘lA,, (in-
cluindo a soma vazia, igual a O e logo mensuravel devido ao coro-
lario 10’); em seguida vamos chamar classe das somas associadas
a D e vamos representar por Z(A1, Ay ..., As, ...) ou por Z(D)
ou ainda por Z a classe formada por todas as somas ‘EA; onde,
seja qual for n, o simbolo A} representa um subconjunto de A.
arbitrdrio contanto que mensurdvel (possivelmente vazio); por
fim, vamos chamar soma das classes associadas a D e vamos
representar por C(Ay, A,, ..., Ay, ...) ou por C(D) ou ainda por C
a soma das classes %An onde, seja qual for n, o simbolo A, repre-
senta a classe formada por todos os subconjuntos de Ay que sejam
ndo-vazios e mensurdveis (incluindo o préprio A.). Talvez con-
venha acrescentar que, por um lado, o simbolismo f.An se justifica
porque as classes A. sdo disjuntas duas a duas (em virtude da
sua definicdo) e que, por outro lado, a designacio atribuida a C
se pode pormenorizar chamando a cada A. classe associada ao
conjunto A, com o mesmo indice.

2. Primeiros teoremas relativos a decomposi¢cdes

Seguem alguns teoremas que envolvem as definices aqui
aduzidas.

Teorema 13. «Escolhida arbitrariamente uma decomposicdo D
do espaco mensuravel (Q,4), verificam-se as igualdades A = Z
e A= C° com C° a representar a algebra-c gerada por C.»

Demonstrag¢do. Seja D = {A1, Ay, ..., A, ...} a decomposigio
escolhida. Atendendo ao corolario 10°, qualquer soma ZA’eZ ¢
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mensuravel e logo resulta Z < A. Por outro lado, seja qual for AeA,
a definicdo de D e as propriedades da intersec¢do e da adicdo
ddo A=AA (E;An) = 2]‘.1 (AAA,), onde cada interseccdo A AA, é
um conjunto A’, isto em virtude do coroldrio 10’. Logo A< Z
e obtemos assim a primeira parte da tese.

Passando para a outra parte, as defini¢des dadas mostram

que todo o CeC é uma soma degenerada EAL com uma sé parcela,
de modo que resulta C < Z. Em seguida, o resultado 56a) e o coro-

lario 10’ mostram que toda a soma 3, A’neZ tera de petrencer a C°,

de modo que obtemos a relagido Z< C°. Nestas condicées CLZ<L C°;
portanto, os resultados 56d) e b) e a primeira parte da tese dao
CC=2"=7Z=A4, c.q.d.

O teorema precedente relaciona o comportamento de A com
os de Z e de C. O teorema seguinte vai relacionar o comportamento
de A com o da classe S e é um teorema bastante importante para
o seguimento desta exposicéo.

Teorema 14. «Escolhida arbitrariamente uma decomposi¢io D
do espago mensuravel (2,4), verifica-se a igualdade S = D°, com
D° a representar a algebra-¢ gerada por D. Além disso, tem-se
sempre a relagdo S < A e tem-se a igualdade S = A se e sé se D
for uma decomposicéo irredutivel.»

Demonstragdo. Seja D = {AI, A ... A, ... } a decomposicio
escolhida. Claro que pertencem a S a soma vazia € a soma § An=0Q,

complementares uma da outra. Por outro lado, Q= E A, S
(1<n<n<...<n, <...)) conduz, atendendo & definicio da com-
plementacdo e & férmula 18), a

GA) = (EA) — (FA) =, 5 AwS,

n;é\np
de modo que podemos afirmar que S é uma classe ndo-vazia e fe-
chada com respeito & complementago.

Em seguida, escolhidos quaisquer conjuntos néo-vazios SueS (n =
=1,2,3,...), ter-se-4, seja qual for n, uma igualdade da forma

Sa =p'E Anp, com cada As, eD, donde, atendendo as propriedades

da unifo e da adicéo, ZSn = n‘i An,pn, unido esta da qual podemos

)
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suprimir as parcelas repetidas que houver para ficarmos apenas
com parcelas todas pertencentes a D e distintas umas das outras,
quer dizer para ficarmos com uma soma pertencente a S. Em face
do exposto, concluimos que a classe S é também fechada com res-
peito & unifo intransnumeravel; logo é uma dlgebra-o. Mas os
conjuntos A.:D sdo somas degeneradas (com uma sé parcela) que
pertencem a S; assim o resultado 56a) e o corolario 10’ obrigam
qualquer conjunto SeS a pertencer a D°, donde concluimos pri-
meiro que D<S<D° e depois, atendendo a 56d) e b), que
D°=8°=S.

Passemos para a segunda parte da tese. Como o conjunto
genérico SeS € obtido por adicdo intransnumeravel de conjuntos
mensuraveis pertencentes a A, o coroldrio 10’ impde SzA e logo
S € A. No caso particular S = A, as propriedades da adi¢do mos-
tram que todo o A:A e ndo-vazio é sobreconjunto de certos con-
juntos A,, além de ser disjunto dos restantes A, (se os houver);
logo um tal A ndo pode ser subconjunto préprio de nenhum con-
junto A,. Concluimos que cada A, é um 4tomo; logo D é uma
decomposicéo irredutivel. Inversamente, se D for irredutivel, qual-
quer AsA di A =AA(ZA) =2 (AAAL), com cada AAAL< A,
mensuravel e logo ou igual a O ou igual a A, donde concluimos
que AeS ou seja A< S, o que prova, juntamente com a relacdo
ja deduzida S < 4, que se verifica a igualdade A = S, Fica assim
terminada a nossa demonstragao.

Acrescentemos que o recurso a classe C permite modificar a
parte final da nossa demonstragdo como segue: caso D seja irre-
dutivel, tem-se D = C, de modo que a segunda parte do teorema
13 e a primeira parte do teorema 14 ddo A=C°=D°=S.

3. Estudo especifico das decomposicées irredutiveis

Em face do teorema 14 reconhecemos que a irredutibilidade
de D faz coincidir A com a classe S das somas extraidas de D e,
por isso, d4 acesso relativamente cémodo a todos os conjuntos
mensuraveis pertencentes a A, através de meras adi¢Ges efectuadas
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sobre conjuntos pertencentes a D. Assinalada assim a importén-
cia das decomposi¢bes irredutiveis, vamos procurar levar mais
longe o seu estudo. Para comegar, temos o

Teorema 15 ou teorema da unicidade. «Escolhido arbitraria-
mente um espaco mensuravel, ndo pode haver duas decomposig¢des
irredutiveis distintas.»

Demonstragdo. Seja (2,A) o espago mensuravel escolhido e
sejam D = {A, A, ... ,As, ...} e E={B,B,, ..., B, ... } duas de-
composi¢cdes irredutiveis, as quais corresponderdo classes de so-
mas extraidas respectivamente S e T. Entdo, o teorema 14 da
S = A =T e, consequentemente, todo o 4tomo B, serd uma soma
de conjuntos Ay, mais precisamente uma soma com uma sé parcela
a fim de se respeitar a atomicidade de B,. Concluimos que E < D.
Se trocarmos os papéis de D e E, concluimos, semelhantemente,
que D € E, donde D = E conforme queriamos provar. Talvez valha
a pena acrescentar que a igualdade D = E ndo impede que os con-
juntos comuns a D e a E se disponham por uma certa ordem em
D e por outra ordem diferente em E, c.q.d.

Seja qual for o espago mensurdvel (2,4), hd sempre possi-
bilidade de definir a classe 4 a partir duma classe geradora G de
acessibilidade nfo inferior & de A, classe geradora essa que algu-
mas vezes, por motivo de conveniéncia, escolhemos igual & prépria
classe A, mas que costumamos preferir igual a uma subclasse
prépria de A, em principio tanto mais propicia quanto mais subs-
tancial for a economia de conjuntos. Em seguida, partindo de G,
é natural que estejamos interessados em formar decomposigdes
de (©,4) e, a partir dai, em chegar & unica decomposi¢io irredu-
tivel ou, na alternativa, em provar que todas as decomposicSes
sdo redutiveis.

Caso A = G° seja a élgebra-c minima { 0,2}, podemos escolher
para G qualquer uma das 4 subclasses de 4 e, além disso, s6 pode-
mos escolher a decomposicio {Q}, que é elementar e irredutivel.
Em todos os demais casos, a classe G tem de ficar com algum
conjunto mensuravel G nio-vazio e distinto de @; logo a férmula
8’) e a mensurabilidade de G~ conduzem 4 decomposi¢do {G,G™},
esta raras vezes irredutivel. Ora o coroldrio 10° mostra que sub-
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tracgdes € intersecgbes bindrias de conjuntos mensuriveis, per-
tencentes a G ou nido, conduzem a subconjuntos por sua vez men-
surdveis e, por isso, sdo susceptiveis de aplanar o caminho para
a transformacfo duma decomposicdo redutivel noutra decompo-
sicdo muais fina, quer dizer com acréscimo de conjuntos mensu-
raveis. Explicando melhor: Formada uma decomposigio D =
= {Al, Az ... A, ... }com mais do que um conjunto mensuravel
e posto de lado o caso de D ser a decomposicdo irredutivel ape-
tecida, D resulta redutivel; entdo procuramos, servindo-nos dos
conjuntos de G e D, primeiro um conjunto Ax que nio seja 4tomo
e depois um subconjunto néo-vazio e mensurdvel A’ propriamente
contido em A,; conseguido isso, a férmula 17°) dara a igualdade
A=A + (Aa — A’), o corolario 10’ assegurard a mensurabilidade
de An — A 40O e poderd formar-se uma nova decomposigio E,
mais fina do que D, substituindo em D o conjunto A, pelo par
Al,As — A!. Enquanto nio encontramos uma decomposic¢do irre-
dutivel, podemos prosseguir com os refinamentos descritos e até
podemos acelerar o processo efectuando eventualmente varios
refinamentos em simultineo. Quando pararmos, serd ou por ter-
mos encontrado a decomposicido irredutivel pretendida ou por ter-
mos interrompido o processo por altura duma decomposicdo redu-
tivel, caso este em que pode tornar-se dificil discriminar se a even-
tual decomposicio irredutivel estd ainda por encontrar ou nem
sequer existe.

Acabamos de expor, em linhas gerais, um processo de decom:-
posicdo iterada. A fim de orientar melhor os sucessivos passos
desse processo, vamos apresentar o

Teorema 16. «Seja D = {A, A;, ... , Ay, ...} uma decomposicdo
do espago mensuravel (2,4), seja G uma classe geradora da 4l-
gebra-c A e seja S a classe das somas extraidas de D. Entfo, D
serd irredutivel se e s6 se G< S. Se esta relagdo falhar, todo o
conjunto GeG tal que GeS™ determina um ou mais valores de n
tais que O propriamente contido em G A A, propriamente contido
em Ay e assim permite refinar D substituindo cada um desses A
pelo correspondente par A, A G, A, — G.»
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Demonstra¢do. Comecemos por admitir que G< S e usemos
o simbolismo da geragdo de classes para o caso das classes gera-
das serem &lgebras-s. Entéo, a hipétese relativa a G, os resultados
56c) e b) e o teorema 14 ddo A =G°<S*=8S< Aouseja S =4,
de modo que a parte final do teorema 14 assegura a irredutibili-
dade de D.

Por outro lado, caso a relacdo G £ S falhe, entio, escolhido
um qualquer G pertencente a G e exterior a S, resulta G =
=GA (2; Ax) = f (AxAG), onde a tltima soma néo se pode redu-
zir a nenhuma subsoma de %An. Logo existem intersec¢bes men-
suraveis A, A G distintas de O e de Aa; cada uma dessas intersec-
¢Bes conduz, gragas 4 férmula 13”), a uma igualdade Ax=(A.AG) +
+ (A — G), com A, — G ndo-vazio e mensuravel. Concluimos
assim que D é redutivel e pode ser refinada substituindo cada um

dos conjuntos Ax do tipo referido pelo correspondente par A: A G,
A, — G. Com isso fica completada a nossa demonstracao.

Uma alternativa para o teorema 16 é o

Corolario 16’. <A decomposi¢io D do teorema 16 & irredutivel
se e s6 se qualquer conjunto A, pertencente a D intersectar todo
o conjunto G pertencente a G ou segundo A, ou segundo o vazio.»

Demonstragdo. Caso D seja redutivel, o teorema 16 impde que
a condicdo do enunciado falhe para certos conjuntos AuzA e GeG.
Por outro lado, caso D seja irredutivel, o teorema 16 assegura que,

seja qual for G:G, vale G = fAnp ,com cada AaD; logo, seja
b

qual for n, a disjuncdo dois a dois dos elementos de D_conduz a
MAG=AA(EA) =2 (AdAy) =Auou a AAG =0,
P p

consoante A, figurar ou deixar de figurar entre os conjuntos An,
c.q.d.

Caso A seja uma algebra-s finita, toda a classe geradora G < A
tera de ser finita. Neste contexto, € oportuno acrescentar ao teo-
rema 16 o novo

139



Corolario 16”. «Quando se parte duma classe geradora finita,
a 4lgebra-c gerada ndo sé resulta finita, como também admite
uma decomposicdo finita e irredutivel.»

Demonstracdo. Seja G uma classe geradora finita em relacsio
ao espagco mensuravel (2,4), suponha-se formada uma decompo-
sicdo finita D e represente-se por S(D) a correspondente classe
das somas extraidas. Caso D seja redutivel, o teorema 16 permite-
-nos escolher um conjunto G:G exterior a S(D) e, com esteio no
conjunto G escolhido, obter uma decomposicdo mais fina E apro-
veitando, para o efeito, todas as intersecgdes GA A, tais que
O propriamente contido em G A A, propriamente contido em A..
Entdo, ndo s6 S(D) propriamente contido em S(E), com S(E) a
representar a classe das somas extraidas de E, como também todas
as parcelas ndo-vazias de § (A, A G) = G séo conjuntos pertencen-
tes a E, as parcelas Aq A G~ An gragas ao refinamento e as even-
tuais outras parcelas A, A G = A, por simples transmissio de D
para E. Concluimos assim que, por um lado, os conjuntos de G
pertencentes a S(D) pertencem também a S(E) e que, por outro
lado, existem conjuntos de G pertencentes a S(E) sem pertence-
rem a S(D). Como A2 G = (Ax A G)AG, nao sé fica excluido o
uso repetido de qualquer GeG para conseguir decomposices mais
finas, como também a finititude de G limita o ntimero de refina-
mentos. Assim havera uma decomposigéo final finita, a qual sera
irredutivel, isto por falta de conjuntos de G exteriores a corres-
pondente classe das somas extraidas. Esta tltima classe serd tam-
bém finita e o teorema 14 obriga-a a coincidir com A. Fica assim
completada a nossa demonstragéo.

Exemplo 45. Considere-se o espago @ cujos pontos o sdo as
funcoes reais da varidvel real x definidas no intervalo fechado
{0 <x < 1}. Tome-se para A a algebra-c gerada pela classe G =
= {D, C, L}, onde D representa o conjunto das funcdes « derivaveis,
C representa o conjunto das fungbes o continuas e L representa
o conjunto das fungbes o limitadas, As propriedades das fungdes
o, conhecidas de estudos anteriores, mostram que O=%D pro-
priamente contido em C propriamente contido em L=#Q. Por
outro lado, as férmulas 8’) e 13”) mostram que @ =L~ + L, L =
=(L—C)+C e C=(C—D)+D, igualdades estas onde nzo
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figura nenhum conjunto vazio e onde todos os conjuntos sdo men-
suraveis. Nesta conformidade, as propriedades da adi¢cdo ddo a
igualdade @ =D +(C—D)+ (L—C)+L-, a que corresponde a
decomposigéo finita D = { D,C—D,L—-C,L- } . Ora o corolério
16” assegura a existéncia duma decomposigdo finita e irredutivel,
que ou serd D ou serd um refinamento de D. Como D,C e L séo
somas extraidas de D, o teorema 16 permite-nos concluir que D
jé é a decomposicdo irredutivel procurada.

Exemplo 46. Dados o espago Q = { 1,2,3,4,5,6, 7} e a classe G
formada pelos 3 conjuntos A = {1,3,5,7}, B={1,2,6,7} e C =
={2,3,5,6}, pede-se uma decomposicio irredutivel em relagdo
a algebra-oc gerada por G, decomposicio essa com existéncia asse-
gurada pelo coroldrio 16”. — Se partirmos de D; = {AA"}, o
conjunto B nio pertence a S(D;) e assim permite-nos passar
para a decomposicdo mais fina D, formada pelos 4 conjuntos
AAB ={1,7}, A—B={3,5}, A-AB={2,6} ¢ A-— B = {4}.
Como todos os conjuntos GeG pertencem a S(D:), o teorema 16
assinala D, como sendo a decomposi¢io irredutivel procurada, con-
clusdo esta que também decorre do corolirio 16

4. Um teorema de existéncia duma decomposicio irredutivel

Quando se interrompe um processo de decomposicio iterada
por altura duma decomposicio redutivel, é frequente ndo se saber
se, sim ou ndo, hd alguma decomposicédo irredutivel. Veremos
exemplos, um deles no § 14, em que se consegue provar a inexis-
téncia duma decomposigio irredutivel. Por ora, vamos apresentar
mais uma situacio especial (a acrescentar ao corolario 16”) em
que se pode assegurar a existéncia duma decomposicédo irredutivel.

Com efeito, temos o

Teorema 17. «Caso o espago mensurdvel (Q,4’) admita uma
decomposic¢io irredutivel, o mesmo sucede com qualquer espaco
mensuravel (Q,A) para o qual valha a relagdo A propriamente
contido em A’.»
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Demonstrag¢do. Provaremos a tese por um método constru-
tivo, procedendo a formagio efectiva duma decomposicéo irredu-
tivel de (Q,A) debaixo da hipétese de (2,4’) admitir uma decom-
posicio irredutivel, digamos D’ = {ALA, .. HA ... } . Sendo S’
a classe das somas extraidas de D’, sabemos, pelo teorema 14, que
se tem a igualdade 4’ = S’, de modo que a classe A do enunciado
resulta uma subclasse de S’, seja a classe S (um S com significado
diferente do de S do teorema 14) de conjunto genérico S. Como
a definicdo de D’ e o corolario 10’ ddo fA; = QeS, fica assegurada
a existéncia duma subclasse de S, digamos S;, que abrange Q ¢
que é formada por todos os conjuntos SeS tais que S; > A]. Entio,
seja qual for p, ou A] é parcela de todas as somas S, ou tal ndo
¢ o caso; podemos dispor os A; sujeitos ao 1.° caso pela mesma
ordem por que figuram em D', para obter conjuntos Ain(n; =
=1,2,3,...) tais que Ay,; = A] ; se existirem conjuntos A’ sujei-
tos ao 2.° caso, podemos dispor estes pela mesma ordem por que
figuram em D’, para obter conjuntos A;’m1 (m =1,2,3,...).

Pondo agora

3 Ain, = A
1

e considerando a interseccdo I, de todas as somas S;eS;, entdo,
por um lado, a nota 4 férmula 16) mostra que I; > A, e, por outro
lado, as definicbes da interseccdo e da adigdo mostram que todo
o ponto pertencente a I pertence a qualquer soma secante S,
e, escolhida a soma S, nfo pode pertencer a nenhuma das suas
eventuais parcelas A;'“‘l; assim concluimos I; € Ay, donde I; = A,.

Ora, se ndo houver conjuntos A _, entéo a tinica soma S, =Q = A,
'

e logo AS. Nos demais casos, seja qual for m;, vamos seleccionar
uma e s6 uma soma Sym,eS) < S, destituida da parcela A ; o
!

coroldrio 10’ faz corresponder uma intersecgdo J; = ﬁsl,mles,
1

isto porque as somas secantes seleccionadas formam uma classe
intransnumerdvel. ¥ Nesta conformidade, ndo sé a propriedade

+ Que esta passagem da demonstragdo nao é desproporcionada, vé-lo-
-emos quando introduzirmos o teorema 18.
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monoténica da interseccdo da J; > I;, como também a definicdo
da intersec¢ido ndo consente que algum ponto pertencente a J;
pertenga a qualquer um dos conjuntos A, donde concluimos
J; € A; e logo J; = AseS. Entéo, em qualquer (ios casos A;eS; como
A > A1 = A, podemos acrescentar que A«S,.

Posto isso, admitames que um conjunto ndo-vazio SeS é sub-
conjunto préprio de A; e, por isso, é destituido de parcelas Ai,ml-
A soma S seri também destituida da parcela Ai,; porque, se ndo
fosse assim, S seria uma soma S; e como tal conteria a intersec-
¢do A; de todas as somas S;. Concluimos que S é uma subsoma
ndo-vazia de DIEHAI,,J ,» s€ja a subsoma ],J?HAI,:IJl , 0 que exige que n;
possa assumir valores superiores a 1. Nesta conformidade, S tera
um complemento S~eS que a 1.2 propriedade da subtracgdo, a
férmula 18) e as propriedades da adicdo sujeitam a relagéo

S™ = (f,} A:,) — (hlz;‘él Aip) = Aps + ( mlil,hIAl’“l) + (ﬁl A;’ml)eSh

com a ultima soma vazia caso ndo haja conjuntos A;,m1 e com a
penultima soma vazia caso se tenha S = A; — Ay1. Entéo, S7eS;
implica $=>I; = nE.Al,n .- Logo as propriedades da intersec¢éo e
da adigédo e a disjimgéo dos conjuntos A’, quando tomados dois

a dois, conduzem a

:Al’nl. = (nz1 Al,nl) AST=A, T (“ﬁézl’hl Al,nl)p
pelo que caimos no absurdo de uma parcela ndo-vazia Ay, de
indice n; > 1 figurar na soma da esquerda sem figurar na soma
da direita. Em suma, o conjunto A; é um dtomo em relagdo ao
espaco mensurdvel (Q,A). T

Das duas uma: ou A; = Q e estd encontrada a decomposig¢io
irredutivel (degenerada){Q} do espago mensuravel (2,4) ; ou A£Q,
existem conjuntos A} e podemos designar por A; o primeiro

1

+ Mas nem sempre sera atomo em relagdo a (2,4).

143



deles. Neste caso, fica assegurada a existéncia duma subclasse
de S, digamos S;, que abrange ©-e que ¢ formada por todos os
conjuntos S;eS tais que S;> A;1. Entéo, seja qual for p, ou Al €
parcela de todas as somas S; ou tal néo ¢ o caso; podemos dispor
por ordem os A; sujeitos ao 1.° caso, para obter conjuntos Az, (n.=
=1,2,3,...) em ntmero pelo menos igual a 1; se existirem
conjuntos A’ sujeitos ao 2.° caso, podemos dispor estes por ordem,

para obter conjurtos A, (m:=1,2,3,...).T
"2
Pondo agora
é Al,nz = AZ;
2

podemos seguir o processo utilizado a propésito de A; para con-
cluir ndo s6 que A; pertence a S; e a §, como também que A; é
um 4atomo em relacio ao espago mensuravel (Q,4), {1 dtomo este
que por construgdo é distinto de A; e portanto € disjunto de A;
(conforme se viu no n.° 1 logo a seguir & definicdo de a4tomo).

Das duas uma: ou a soma A;+ A, = e estd encontrada a
decomposicéo irredutivel {A;, A;} do espago mensuravel (2,4);
ou A;+ A;5£ 9, existem conjuntos A)_ &S’ exteriores as somas A,

"2

e A; e podemos designar por As; o primeiro deles. Corresponde
uma subclasse de S, digamos S;, que abrange @ e que é formada
por todos os S;eS tais que S; > Asx. Qualquer um dos A’ ou é
parcela comum a todas as somas S; ou néo o ¢; os A’ sujeitos
ao 1.° caso, dispostos por ordem, ddo conjuntos Asx», (13=1,2,3,...)
em nimero pelo menos igual a 1 e os A} restantes, se os houver,
dispbem-se também por ordem e dio assim conjuntos A; (ms =
3

=1,2,3,...). tt
Pondo agora

b —
n3 Aa,n3 — As,

+ A perspectiva de impossibilidade da inexisténcia de conjuntos A]

nio estorva o raciocinio. 2
++ Mas nem sempre sera dtomo em relagéo a (2,4").

++} A perspectiva de impossibilidade da inexisténcia de conjuntos A’
ndo estorva o raciocinio. '
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podemos seguir o processo utilizado a propdsito de A; e de A;
para concluir ndo sé que As pertence a S; e a S, como também
que A; é um atomo em relagdo ao espago mensurdvel (Q,A),+
4tomo este que por construgédo é distinto de A; e de A; e logo ¢
disjunto de A; e de As.

Das duas uma: ou A; + A, + A; = Q e estd encontrada a de-
composicdo irredutivel {Ai, A;, As} do espago mensurivel (Q,4);
ou tal ndo sucede e prosseguirmos no estilo precedente. Entdo:
ou 0 processo termina num atomo

fj Ajn, = Ay

e estard encontrada a decomposicdo irredutivel { AL A, ..., Aj} do
espaco mensurdvel (2,4); ou o processo prossegue indefinida-
mente, dando lugar a uma sucessdo de atomos

Av=ZAn (i=1,23,..),

disjuntos dois a dois e extraidos da soma ZA’. Neste caso, a
classe infinita {A;,A;, ..., As, ...} serd uma decomposi¢do irredu-

tivel de (2,A) desde que valha a igualdade ?Ai =Q,

Ora, seja qual for o valor do indice p: o conjunto A} s6 néo ¢
obrigatoriamente parcela de A; se A, for um A} de indice q < p;
nio entrando na soma A;, o conjunto A’ sé néo ¢ obrigatoria-
mente parcela de A; se Az, for um A’ de indice g < p; etc. Como
os conjuntos Ai, sdo conjuntos A, disjuntos entre si e em ndmero
infinito, concluimos que o indice q acaba por ultrapassar p, facto
este que obriga o conjunto A’ escolhido a ser parcela dalguma
soma A;. Portanto, seja qual for p, temse A< ?A;, donde
Z;Ai > EA; = Q. Fica assim provado que %Ai =Q; logo (Q,A)
admite a decomposicdo irredutivel {Aj, A,, ... ,As, ...}, c.q.d.

O teorema 17 tem uma aplicacdo bastante util na hipdtese
de o espaco @ ser um conjunto intransnumerédvel. Com efeito,

temos o

+ Mas nem sempre serd dtomo em relagio a (2,4").
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Corolario 17°. «Se o espago @ for intransnumeravel, entdo
qualquer espaco mensurével (2,A4) admite uma decomposicéo irre-
dutivel.»

3

Demonstragdo. Sabemos, pelo exemplo 39, que A’=2% ¢ a
algebra-c maxima relativa a Q. Entéo, escolhida arbitrariamente
uma 4lgebra-o A, tem-se A < A’, de modo que a tese ficara provada
se conseguirmos referir uma decomposicéo irredutivel de (Q,4%).
Mas uma tal decomposicio existe efectivamente e ndo é sendo a
classe formada por todos os conjuntos elementares {v}¢A’, porque
estes conjuntos sdo todos dtomos em relacdo a (9,4’), formam
uma classe intransnumeravel e sujeitam-se, em virtude da férmu-

la 8”), a relagio 2 {0} =@, c.q.d.

5. A poténcia duma algebra- o

Em seguida vamos apresentar um teorema adicional que
foca, dum modo talvez inesperado, a estrutura interna das alge-
bras-o, além de estar relacionado com a primeira nota & demons-
tracdo do teorema 17.

Vejamos:

Teorema 18. «Caso o espaco mensuravel (2,4) admita uma
decomposigéo irredutivel com N < + ® conjuntos, ndo sé a hipé-
tese N < + ® confere a A conjuntos mensuraveis em ntmero de
2¥, como também a hipdtese N = + * institui A em classe com
a poténcia do continuo. Em aditamento, se todas as decomposi-
¢oes de (2,4) forem redutiveis, entdo A fica com poténcia igual
ou superior a do continuo.»

Demonstracdo. Seja D = {Ay, A, ..., As, ...} uma decomposicio
de (2,4) e seja S a classe das somas extraidas de D. Entéo, qual-
quer conjunto SeS estd em correspondéncia reciproca com o nit-
mero 0,a; ax... an... tal que, seja qual for o valor do indice n, o
algarismo a. vale 1 caso An seja parcela da soma S e vale 0 no
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caso oposto. Portanto: se D for uma decomposicéo finita com N
conjuntos, a classe S ficara com 2~ conjuntos; se D for uma de-
composicdo infinita, faz-se uma andlise no estilo da observagao
posta a seguir & férmula 13”) para chegar a conclusdo que S ¢
uma classe com a poténcia do continuo.

Posto isto, caso (2,4) admita a decomposicdo irredutivel D,
sabemos, pelo teorema 15, que ela € unica e sabemos, pelo teorema
14, que A = S; logo A satisfaz a parte principal da tese.

Vejamos agora a parte adicional da tese. Como todas as de-
composicbes se supdem redutiveis, o teorema 16 permite refinar
qualquer decomposigio finita; entdo, havera uma decomposicdo
D infinita, a correspondente classe S tera a poténcia do continuo,
o teorema 14 assegurari a relacdo S < A e, portanto, 4 ficarda com
poténcia igual ou superior 4 do continuo, c. q.d.

Acrescentamos, a titulo de curiosidade, a seguinte consequén-
cia 6bvia do teorema 18:

Corolario 18’. «Qualquer algebra-s finita tem conjuntos em
numero igual a uma poténcia perfeita de 2. Por outro lado, néo
existe nenhuma 4lgebra-¢ infinita que tenha a poténcia do nume-
ravel.»

Fechamos o pardgrafo com alguns exemplos e exercicios.

Exemplo 47. Tomando para © o espaco formado pelos nime-
ros naturais, considere-se a dlgebra-c A gerada pela classe nume-
ravel G cujo conjunto genérico Ga(n = 2,34,...) € o conjunto for-
mado pelos niimeros naturais divisiveis por n. Entdo, o corolério
17 garante a existéncia duma decomposigéo irredutivel de (Q,4);
como A > G, é A uma classe infinita, de modo que o teorema 18
obriga a decomposi¢do irredutivel a ser infinita e logo obriga A
a ter a poténcia do continuo.

Exemplo 48. Tomando para © o espaco formado pelos 32 pri-
meiros niimeros naturais, considere-se a algebra-c A gerada pela
classe G = {Gy, G;, G3, G4, Gs}
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onde
G = {1,2,3,4,56,7,8,9,10,11,12,13,14, 15, 16},
G: ={9,10,11,12,13,14,15,16,17, 18,19, 20, 21,22,23,24 } ,
Gs = {5,6,7,8,9,10,11, 12,21, 22,23, 24,25,26,27,28 } ,
G:={3,4,5,6,11,12,13,14,19, 20, 21, 22,27, 28, 29,30 },

Gs ={2,3,6,7,10,11, 14, 15, 18, 19, 22, 23, 26, 27, 30, 31 }.

Sabemos antecipadamente, ou pelo coroldrio 16” ou pelo coro-
lario 17°, que o espago mensuravel (2,4) admite uma decomposi-
cio finita t e irredutivel. Guiando-nos pelo processo de decomposi-
cdo iterada governado pelo teorema 16 ou pelo coroléario 16’, vamos
formar sucessivamente a decomposicdo D; = {Gy, G} e o refina-
mento D, [ou Ds, D4, Ds] que resulta de Di [ou Ds, D3, Di] devido
ao evento de Gz[ou Gs, Gs, Gs] ndo se sujeitar ao prescrito no
coroldrio 16’. — Chegados a classe Ds, reconhecemos que ela se
compde dos 32 conjuntos elementares contidos em Q. Logo Ds ¢ a
decomposigdo irredutivel procurada, pelo que o teorema 18 atribui
a A conjuntos mensurdveis em numero de 2% = 4294967296. Em
suma, uma dlgebra-c com mais do que 4 bilibes de conjuntos ge-
rada por uma classe com apenas 5 conjuntos! Eis uma razio exce-
lente para considerarmos tteis as classes geradoras de dlgebra-o.

Exercicio 46. Tomando para @ o espaco formado pelos 10
primeiros ntimeros naturais, considere a classe G composta pelos
4 conjuntos {1,2,3,4,5}, {2,3,5,7}, {4,5} e {4,8,9} e, em segui-
da, forme uma decomposicdo irredutivel do espaco mensurivel
(2,G°) (G° igual a algebra-o gerada por G).

Exercicio 47. Tomando para Q o espago formado pelos pontos
» que sdo as funcdes complexas da varidvel complexa z definidas
no circulo { |z] <+ @}, construa a é4lgebra-c gerada pela classe
G = {C,D, E}, onde C representa o conjunto das funcgdes o ilimi-

+ Com @ finito, ndo pode haver decomposicdes infinitas.
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tadas, D representa o conjunto das fungdes o derivaveis (também
chamadas analiticas ou holomorfas) e E representa o conjunto
das fungdes « limitadas e derivaveis.

Exercicio 48. Dados um espago @, um ntmero natural M e
conjuntos An € Q@ (m = 1,2,..., M) distintos entre si, utilize a classe
formada pelos 2% conjuntos do desenvolvimento de

1<£<M (Am + A;x )
para provar que a algebra-o gerada pela classe
G ={ALA, ..., Ay}

- . U0 N , s
nido pode comportar mais do que 2~ ~ conjuntos, numeroc maximo

esse que foi atingido no caso do exemplo 48.
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§ 14— A RECTA DE BOREL

1. Generalidades

Dada uma recta real X(x) [ou alargada X(x)], considerem-se
os intervalos mistos da forma {a <x<b } ,com a e b>a cons-
tantes e finitos [ou diferentes de + ®]. A estes intervalos vamos
chamar intervalos principais lineares ou unidimensionais ou a uma
dimensdo, abreviadamente intervalos principais se ndo houver
risco de confusio com outras dimensionalidades que possam apa-
recer.

Posto isso, o conjunto O ¢ um intervalo principal (corres-
pondente ao caso a = b) e dois intervalos principais intersectam-se
segundo um novo intervalo principal, facto este que se reconhece
examinando uma a uma as diversas possibilidades de intervalos
intervenientes.

Por outro lado, dois intervalos principais contiguos, quer dizer
tais que o extremo direito dum deles coincide com o extremo
esquerdo do outro, podem sempre somar-se e ddo uma soma que
serd por sua vez um intervalo principal. Nesta conformidade,
pode transcrever-se a parte do exemplo 30 relativa a conjuntos
A e B > A, com a particularidade de que agora os intervalos A e A,
(1=0,1,2) sdo todos intervalos principais. Em face do exposto,
concluimos que € um semianel a classe infinita G [ou G] formada
pelos intervalos principais contidos em X [ou X]. Este semianel
gera uma algebra-c G° = B [ou GZ = B] a que vamos chamar dl-
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gebra de Borel [eventualmente alargada] linear ou unidimensional
ou a uma dimensdo, abreviadamente dlgebra de Borel [even-
tualmente alargada] se ndo houver duvida relativa & dimensiona-
lidade. Talvez seja altura de chamar a atencdo para a relacdo
ébvia G propriamente contido em G, valida em relagio a X ou
talvez melhor em 2%.

Posto isso: aos conjuntos BeB [ou BeB] vamos chamar con-
juntos de Borel ou borelianos lineares ou unidimensionais ou a
uma dimensdo, abreviadamente conjuntos de Borel ou borelianos ;
ao espaco mensuravel [X(x), B(B)] [na alternatilra [X(x), B(B)]1,
em escrita simplificada (X,B) [na alternativa (X,B)], vamos cha-
mar recta de Borel [eventualmente alargadal ou espaco de Borel
unidimensional ou a uma dimensdo [eventualmente alargado].
Acrescentemos que o resultado 56a) d4 G < B [ou G < B], de modo
que B[ou B] resulta uma classe infinita e logo, atendendo ao

teorema 18, uma classe com poténcia igual ou superior & do con-
tinuo.

Observagdo. O estudo precedente pode adaptar-se aos inter-
valos mistos da forma {a<x < b}, com a € b > a constantes e
finitos [ou diferentes de — ®], os quais formam uma classe: que
abrange o conjunto O; que é fechada com respeito a intersecgio
binaria; que é fechada com respeito 4 adicdo binéria, desde que
haja contiguidade; que se constitui em semianel infinito. Se nio
escolhemos esses intervalos, foi apenas por uma questéo de opgdo
pariforme. Outro tanto ji nio vale para intervalos abertos [ou
fechados], para os quais a operatéria ja ndo € tdo propicia.

2. Borelianos (lineares) mais importantes

A seguir vamos caracterizar uma classe de borelianos (linea-
res) a que pertencem muitos dos mais importantes conjuntos

contidos em X [ou X]. Temos o
Teorema 19. «<Dada uma recta de Borel [eventualmente alar-
gada], € boreliano (linear) todo o conjunto intervalar e todo o

conjunto intransnumeravel.»
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Demonstragdo. Seja n o nimero natural genérico, tenha-se em
conta o resultado 56a) e o corolario 10’ e ndo se esqueca a relacéio
G propriamente contido em G, valida em 2%, Entdo, sejam quais
forem os numeros finitos a e b > a, pertencem simultaneamente
a B =G’ e a B = GH os seguintes conjuntos: o vazio O;

{a<x<b}<G, A {a<x<a+1/n}= {a}

(transcrevivel de a para b),

{a<x<b}—{a}={a<x<b},

{a<x<b}F+{b}={a<x<b}
e {a<x<b}1§1{a}={a<x<b};
:’ {a<x<a+n} — {a<x<+°°}

e {aSx<tw)-{a)={a<x<te),
ambos transcreviveis de a para b;
M {a—n<x<b} = {—*<x<Db}
e {—*<x<b}i{b}={—-*<x<Db},
ambos transcreviveis de b para a; por fim,
{—o<x<b} 4+ {b<x<+x2}=X

Em suma, qualquer intervalo contido em X serd um boreliano
pertencente simultaneamente a B ¢ a B.

Para completar a parte da tese relativa a intervalos, sé falta
mostrar que pertence a B qualquer intervalo contido em X que
ndo seja intervalo contido em X. E o que sucede efectivamente
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porque pertencem a B os seguintes conjuntos: o espago )—(;
{(—~®<x<b}G e {—~2<x<bl+{b}=
={—°°<x<b},

ambos transcreviveis de b para a;
A{==<x<—n} = (-}

e (R-X)—{-=)=(+=}
{a<x<+°°}+{+°°}={a<x<+oo}

e {a<x<+®}—{a)l={a<x<+x},

ambos transcreviveis de a para b; por fim,
X+{+o)=[—wIx<+o}

e Xt{—o)}={-e<x<+to],

Posto isso, j4 se referiu que qualquer intervalo degenerado contido
em X [ou X], vazio ou elementar, é um boreliano pertencente
a B [ou B]. Por outro lado, qualquer conjunto A € X [ou A <€ X]
que seja intransnumeravel e tenha mais do que um ponto é um
conjunto que pode escrever-se, atendendo 4 férmula 8”), sob a
forma

2 {x}lou 2 {x)]

e, por isso, pertence forgosamente a B [ou B]. Fica assim comple-
tada a nossa demonstracio.

Exemplo 49. Vale a seguinte asser¢c@o: «Nenhuma recta de
Borel [eventualmente alargada] pode admitir alguma decompo-
sicdo irredutivel.» — Com efeito, seja X(x)[ou X(x)] a recta real
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[eventualmente alargada] subjacente & recta de Borel (X,B)[ou
(X,B)] proposta. Entdo, a férmula 8”), a mensurabilidade de to-
dos os conjuntos elementares {x} e a existéncia duma decompo-
sicdo irredutivel imporiam a igualdade

X=3X{x}[ou X=z§f{x}]

com uma adicdo intransnumeravel. Ora tal ¢ incompativel com o
facto de X [ou X] ser um conjunto com a poténcia do continuo.

Exemplo 50. Recordando mais uma vez o corolédrio 10°, vamos
acrescentar mais alguns borelianos que nio serdo todos interva-
lares ou intransnumeraveis :

a) o conjunto ® = {— ® 1 + {+ °°} é finito e logo pertence
a B;

b) o conjunto R formado pelos numeros racionais ¢ nume-
ravel e logo pertence a B ¢ a B;

¢) o conjunto formado pelos nuimeros irracionais € igual a
X — R e logo pertence 2 B e a B;

d) o conjunto K = {0<x<1}—

3m—2 <x< 3m—1
3n 3»

})]I

vulgarmente denominado conjunto terndrio efou de Cantor, resul-
ta de intervalos contidos em X por uma subtracgdo e por uma
unifo intransnumeravel, pelo que é um conjunto pertencente a B
e a B. — Notese que cada parcela do diminuidor de K esta con-
tida em {0 <x <1} = I e logo, pela nota & férmula 16), o préprio
diminuidor é subconjunto de I. Caso figuremos a recta real dada
X(x) como um eixo real: a unido V de somas I. (do tipo aqui
referido) a retirar de I, pela propriedade absorvente da unido
desembaragivel de qualquer parcela que esteja contida noutra,
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terd primeira parcela I; coincidente com o terco central aberto do
intervalo I, terd segunda parcela I, redutivel & soma dos tergos
centrais abertos dos dois intervalos em que se decompée I—1;, tera
terceira parcela I; redutivel 2 soma dos tercos centrais abertos dos
22 intervalos em que se decompde (I—1I1)—I,, etc. — Se usarmos o
sistema de numeracio terndrio (de base 3), os ntimeros perten-
centes a I sdo os da forma 0,a;a;... ax ..., com mantissa consti-
tuida por algarismos 0,1 € 2, e os numeros pertencentes a K obtém-
-se suprimindo nos anteriores primeiro aqueles para os quais a,
possa tomar o valor 1, depois aqueles para os quais a, possa. tomar
o valor 1, em seguida aqueles para os quais a; possa tomar o
valor 1, etc. Logo os niimeros de X s@o os da forma 0, b; b,... b...
com mantissa constituida por algarismos 0 e 2. Substituindo 2
formalmente por 1, concluimos que K tem a poténcia do continuo,
isto através duma andlise muito similar a feita na observagio que
segue a férmula 13”).

Voltando 3 recta real X(x)[ou X(x)], convencionemos cha-
mar fechado a todo o conjunto A< X [ou A < X] tal que esteja
contido em A [ou A] o conjunto (eventualmente vazio) formado
pelos pontos x que sejam pontos de acumulacdo de A [ou Al
Entdo, o conjunto O serd fechado e o mesmo sucede ao espago
X [ou X] (muito embora X deixe de ser fechado na qualidade
de subconjunto do espago X). Por outro lado, convencionemos
chamar aberto ao conjunto O, quando considerado como subcon-
junto de X, e a todo o conjunto nio-vazio A € X[ou A < X] que seja
formado exclusivamente por pontos interiores, quer dizer pontos
tais que cada um deles seja interior a algum intervalo contido
em A [ou A]. Entdo, cada um dos conjuntos O e X resulta simul-
taneamente aberto e fechado em X. Nesta conformidade, sabe-se
que ha conjuntos contidos em X [ou X] nio abertos nem fechados
(por exemplo os conjuntos de b) e c) do exemplo 50), que um
intervalo aberto [ou fechado] é um conjunto aberto [ou fechado]

e que um conjunto A € X é fechado se e s6 se o seu complemento
X — A for aberto.

Entre os borelianos que sdo intervalos abertos, merecem
destaque os da forma {a <x <b}, com a e b > a racionais, a que
vamos chamar intervalos racionais abertos e que dependem de
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dois parametros a e b, cada um dos quais admite apenas uma
infinidade numerével de opcdes. Nestas condigbes, sabemos que €
numeravel a classe formada pelos intervalos racionais abertos,
sejam os intervalos Jo(n = 1,2, 3, ...), todos eles borelianos em B
e em B.

Postas essas premissas, vamos apresentar o

Teorema 20. «<Dado uma recta de Borel [eventualmente alar-
gada], é boreliano (linear) todo o conjunto aberto e todo o con-
junto fechado.»

Demonstracdo. Seja X(x) [ou X(x)] a recta real dada, tome-
mos em conta que todo o conjunto aberto A < X é também um
conjunto aberto A € X e lembremos que O e X pertencem ambos
a B e a B. Por outro lado, escolhido arbitrariamente um conjunto
A propriamente contido em X [ou X], aberto e ndo-vazio, corres-
ponder-lhe-d a classe formada por todos os intervalos racionais
abertos J. € A e logo corresponde a unido intransnumerdvel con-
ducente ao conjunto Jn‘é . Jo = Ja, este boreliano gracas ao corolé-
rio 10°. Pela nota a férmula 16), temos a relagdo Ja < A e s6 falta
deduzir a relagdo Ja > A para que fique provada a igualdade A=1J.
ou seja a parte da tese relativa a conjuntos abertos. t

Ora a férmula 8”) d4 A = 2 {x} , todo o ponto x:A € interior
a um intervalo Jx € A, para cada xeA podemos meter dois nimeros
racionais a e b interiores a Jx com a < x e b > X, o correspondente
intervalo racional aberto de extremos a e b serd um J. € A, ter-se-4
{x} €J. <A para algum n donde {x} <J4 e, por fim, a nota a
férmula 16) da A < Ja.

Falta considerar a parte da tese relativa a conjuntos fechados.
Se trabalharmos em (X,B), esta parte decorre do corolario 10’ e
do facto de qualquer conjunto fechado F ser o complemento dum

+ A igualdade A = J. corresponde a um teorema cldssico cujo conhe-
cimento nio se pressupde aqui.
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conjunto aberto A < X. Podemos interpretar A como boreliano
contido em X e escrever a igualdade F=X — A = (X — ©) — A,
de modo que o teorema 19, a alinea a) do exemplo 50 e o corolério
10’ provam a relagdo FeB. Posto isso, qualquer conjunto fechado
F < X sujeita-se 2 igualdade F=FA(X+®)= (FA X) + (FA®),
onde a pentltima intersecgdo é um conjunto FeB e onde a tltima
interseccdo é um conjunto finito que o teorema 19 obriga a per-
tencer a B. Logo o corolério 10’ permite terminar a nossa demons-
tragao.

3. Classes geradoras de B

Em seguida, dada a recta real X(x), vamos procurar classes
geradoras da correspondente dlgebra de Borel B que sejam dis-
tintas do semianel gerador G até agora usado. Encontraremos
classes geradoras mais econémicas do que G, outras menos econé-
micas (mas porventura melhor estruturadas) e ainda classes gera-
doras nem mais nem menos econémicas (havendo porém o bene-
ficio da opcio em relagdo a G). Toda a geracdo envolvida serd de
algebras-¢ e recorrermos bastante ao corolario 10’ e aos resultados
56).

a) E gerador de B o semianel It formado por todos os inter-
valos contidos em X. Com efeito, sdo evidentes as relacdes G < I
e G° = B e, além disso, o teorema 19 dad I < B. Logo GLI<L G,
donde a tese I° = B.

b) E geradora de B a classe G, [ou G:] formada por todos os
intervalos limitados que sejam abertos [ou fechados]. Com efeito,
é 6bvia a relagdo I > G [ou G:], da qual inferimos B > G; [ou G2].
Por outro lado, sejam quais forem os ntimeros finitos a e b > a,
tem-se

1

—— <
1<n<+oo{ n <x b}

{a<x<b}=

_1
{a<x<Db n}].

[oul<n<+

+ Veja-se o exemplo 30.
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Logo G < G; [ou G3], donde B < G; [ou G;]. A tese B = G5 [ou G]
segue.

¢) E geradora de B a classe Hi[ou H:] formada por todos os
conjuntos abertos [ou fechados]. Com efeito, é 6bvia a relagdo
H:> G [ou H,> G3] e, além disso, o teorema 20 da

B> H[ou H;]. Logo Gi<H;<B = G°
[ou G:< H:< B = G}], donde a tese B = HS [ou Hj].

d) E geradora de B a classe K, [ou K] formada pelos inter-
valos da forma

{—°°<x<a}[ou{a<x<+°°}],

com a finito e arbitrdrio. Com efeito, € ébvia a relagdo I > Kifou
K31, donde B > K3 [ou KI]. Por outro lado, qualquer intervalo
principal {a <x<b} pode igualar-se a diferenca

{—o<x<b}—-—{—*<x<a}

fou{a<x<+2}—{b<x<+ >},
donde a relagdo G < K’ [ou K], a qual implica B < K3 [ou K3].
A tese B = K‘} [ou K] segue.

Nesta altura, talvez convenha referir que todas as classes ge-
radoras até agora consideradas dependem no minimo de 1 ou 2

pardmetros, cujos valores admissiveis preenchem sempre um con-
junto com a poténcia do continuo.

e) E geradora de B a subclasse L1 < Ki[ou L, € K] que se
obtém eliminando de K [ou K:] todos os intervalos para os quais
a seja irracional. Com efeito, ¢ imediata a relagdo B > L [ou L:].
Por outro lado, qualquer conjunto da forma

{—®<x<a} [ou {a<x<+»}]
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é igual a uma unido Z { —® <x<r } [ou interseccdo

A{r, <x<+%}] comntmeros racionais . (n =1,2,3,...)
que ge constituem em sucessdo estritamente crescente e conver-
gente para a. Logo K < L3 [ou K; < L7], donde B < L7 [ou L3]. A
tese B = L? [ou L7] segue.

Talvez convenha referir que a classe geradora L; [ou L,] é
uma classe numeravel, uma economia que porventura nio seja de
desprezar e que é a melhor possivel, visto o corolario 16” excluir
a eventualidade duma classe geradora finita.

f) Fixe-se arbitrariamente um ntimero ceX ,ou finito ou igual
a — ® ou igual a + ®. A hipétese ¢ = — ® permite considerar
a classe formada pelos intervalos abertos, contidos em X, que se-
jam limitados & direita e emergentes de ¢ (quer dizer com extremo
esquerdo igual a — ®); a hipétese ¢ = + ® permite considerar
a classe formada pelos intervalos, contidos em X, que sejam. fe-
chados a esquerda e emergentes de ¢ (quer dizer com extremo
direito igual a + ©); a hipétese ¢ * ® permite considerar a
classe formada pelos intervalos principais, contidos em X, que
sejam emergentes de ¢ (quer dizer tenham um extremo igual a c).

Em qualquer das 3 hipéteses, vamos representar por M. a
classe definida, ébviamente varidvel com c, a qual ¢ de indole que
se vai revelar 1itil no estudo das chamadas medidas de Lebesgue-
-Stieltjes (lineares).

Nesta conformidade, vale a seguinte assercdo: «E geradora
de B a classe M., isto seja qual for a escolha de c.» — Com efeito,
se ¢ = — ® [ou + ®], entdo M. coincide com a classe K; [ou K]
da alinea d) e a prova estd feita. Se ¢~ * @, entdo, escolhido
arbitrariamente um intervalo principal {a < x <b}:

ousetemc<ae {a<x<b} ={c<x<b} — {c<x<a};
ousetema<c<be{a<x<b} = {a<x<c} + {c<x<b};

ousetemc>be {a<x<b} ={a<x<c} — {b<x<cl
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Seja como for, resulta G < M?, donde B < M?. Por outro lado, é
¢bvia a relagdo M.<I, a qual implica MC<B. A tese B = M

segue.

Exemplo 51. Retome-se o exemplo 40 na versdo correspon-
dente a recta real X(x). A dlgebra K ai definida construiu-se por
forma que ela contivesse o semianel G. Por outro lado, qualquer
conjunto pertencente a K é a soma dum ndmero finito de inter-
valos e, portanto, pertence a B. Logo G< K < B, donde B = K°.
Em suma, K € uma dlgebra geradora de B.

Exercicio 49. Dada a recta real X, mostre que é gerador de B
o semianel definido na observacdo posta na parte final do n.° 1
do §14.

Exercicio 50. Dada a recta real X, mostre que ¢ geradora de
B a classe numeravel formada pelos intervalos racionais abertos.

Exercicio 51. Dada a recta real X, mostre que é uma algebra-o,
contida em B, a classe A formada pelos conjuntos A < X que sejam
intransnumeraveis e formada também pelos complemenntos A~
desses conjuntos. Prove ainda o seguinte: a classe A é a dlgebra-o
gerada pela classe que se compde de todos os conjuntos elemen-
tares contidos em X. Por fim, generalize, substituindo X por um
espaco transnumerdavel arbitrario (compare com o exercicio 38).

4. Relacionamento entre Be B

Vamos terminar este pardgrafo procurando aprofundar o rela-
cionamento entre a recta de Borel [X(x), B(B)] e a correspon-
dente recta de Borel alargada [X(x), B(B)]. Para o efeito, recor-
reremos ao coroldrio 10’ e aos resultados 56) e usaremos os sim-
bolos ° e U para a geragdo de algebras-o tiradas respectivamente
de X ede X.

O teorema seguinte envolve simultaneamente dois espagos
diferentes e, por isso, é um tanto antecipado. Todavia ele cons-

titui a chave para a questdo que nos preocupa, pelo que vamos
apresenté-lo aqui sob forma auténoma. Vejamos:
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Teorema 21. «Dadas a recta real X e a correspondente recta
real alargada X, considerem-se a 4lgebra de Borel B tirada de X,
uma classe M geradora de B e o conjunto genérico Z < ® propria-
mente contido em X.+ Se interpretarmos cada conjunto BeB
como conjunto contido em X, entdo a classe A formada pelas
somas B + Z = A possiveis constitui-se em algebra-s tirada de X,
a qual é sobreclasse propria de B, admite a classe geradora
M+ {{—°}, {+=}} e, caso existam conjuntos MycM(n=1,2,3,...)
com unifdo igual a X, admite também as classes geradoras
M+ {—°} e M+ {+ >}

Demonstragdo. a) Como B resulta de A particularizando Z
para o conjunto vazio, reconhece-se imediatamente que vale a
relagio B propriamente contido em A. Por outro lado, A ¢ uma
algebra-¢ tirada de X. De facto, escolhida arbitrariamente uma
soma B+ Z = AcA, arelagéo)_(-:- B+ (X—B)+Z+ (» —2) ea
férmula 18) mostram que X —A = (X — B) + (% —7Z)eA; por outro
lado, escolhidos arbitrariamente conjuntos AwsA(n=1,2,3,..),
cada A, € da forma Ba + Z, com B.eB e com Za € ®, e, portanto,
as propriedades da adigdo e da unido déo ZXn = (VBa) + (v Z.),
com primeira parcela pertencente a B e com segunda parcela con-
tida em %, donde se conclui que ‘;Kns;f.

b) Falta provar a parte da tese relativa a classes geradoras
de A. Temos a hipétese B = M° e, pondo

M+{{—2}L{+=}}=N [ou M+{{—*}} =N
ou M-.l*{‘{+ ®}} = N”],

temos a tese A = N3[ou N0 ou N”0O]. Podemos escolher um B
vazio e um Z igual ou a {— ©} ou a {+ ®} e assim reconhece-
mos que {— ®} e {+ ®} sdo conjuntos A possiveis. Além disso,

+ Talvez convenha recordar a definico ® = {— ®© { ®}.
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sabemos, por a), que A contém propriamente B, sendo 6bvio que
vale B> M. Concluimos que 4> N[ou N’ ou N’]; logo a dlge-
bra-c A > NO [ou NT ou N"0]. Consequentemente, a nossa de-
monstragéo ficard completada se conseguirmos deduzir a relacio
A <N [ou N'O ou N"O].

¢) Quando se trabalha com a classe N [ou N’ ou N"], é
‘6bvio que pertencem a NU [ou N'T ou N'U] o espagco X e cada
um dos conjuntos

{—o}e {+>°} [ou{—*} e X ou {+*} e X],
pelo que pertence também a NO[ou N’D ou N”T] o conjunto
(X—{—°})—{+=}=X
fou (X —X) — {—®} = {+ =}
ou (X—X)— {+=°} = {—®}].

Nesta conformidade, se representarmos por P indistintamente
qualquer uma das classes N ou N’ ou N”, os conjuntos { — ®},
{+ ©} e X resultam todos conjuntos P pertencentes a P ou seja
conjuntos P pertencentes & algebra-c PO gerada por P, slgebra-c
essa que admite a subclasse P formada pelos conjuntos P de PO
com a particularidade de estarem contidos em X, Como o espago
mensuravel (X,P0) admite a decomposiciio D = {X,®}, conclui-
mos, atendendo ao teorema 13, que P2 se identifica com a classe
das somas P + Z possiveis.

Entdo: a relacdo XePU mostra que a recta real XeP ; escolhido
arbitrariamente um conjunto PeP, a relagio X — P = (X — ©) —
— PP mostra que X — P € X pertence a P; escolhidos arbitra-
riamente conjuntos P.eP (n =1,2,3,...), a relagio X > V PP
mostra que Kf’nef’. Em suma, a classe P é uma algebra-c tirada
de X e ¢ tal que P < PO
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Posto isso, a relacdo Gbvia PO> P>Mea disjuncdo entre
pPO—p eM mostram que P>M, donde P=P°> M° = B. Dai e
de PO> P concluimos que a algebra-c POS B, de modo que lhe
pertencem todas as somas B +Z possiveis. Em suma, A< PO ou,
mais explicitamente, A < NO [ou NO ou N”O], c.q.d.

Posto isso, recordemos que sdo borelianos B todos os bore-
lianos B especiais apresentados no n.° 2. Tal ndo podia deixar de
acontecer em face do caroldrio seguinte, com enunciado um-tanto
repetidor em relacao ao teorema 21, a fim de facilitar eventuais
consultas do leitor. Vejamos:

Corolario 21’. «<Dadas a recta de Borel [X(x),B(B)] e a cor-
respondente recta de Borel alargada [X(x),B(B)], considerem-se
o conjunto genérico Z<w» propriamente contido em Xt e a classe
A formada pelas somas B+ Z possiveis, onde se deve interpretar
cada B como conjunto contido em X. Entdo, vale a relacio B =
= A contém propriamente B. Além disso, escolhida uma classe M
geradora de B, a algebra-c B pode ser gerada pela classe M +
+ {{— ©},{+*}} e caso existam conjuntos M.eM (n=1,2,
3,...) com unido igual a X, a algebra-¢ B pode ser gerada também
por cada uma das classes M F{{—o}}eM+ {{+2}}»

Demonstragdo. Se tomarmos em conta o teorema 21, a tnica
coisa a provar é a igualdade B = A. Para o efeito, vamos recordar
o semianel G [ou G], formado pelos intervalos principais G [ou
G] contidos em X [ou X], semianel este que sabemos ser gerador
de B [ou B]. Ora, como cada intervalo

{-n<x<n}=GueG(n=123,...)

e como Y Ga = X, concluimos do teorema 21 que G +{{—®}} =
— H ¢é uma classe geradora de A. Como qualquer conjunto G per-
tencente a G e exterior a G (propriamente contido em G)t ¢é

+ Talvez convenha recordar a definigdo ® = {— ®, + ©},
++ Notese que G < G nio confere evidéncia imediata a B=G"< GO =
=B.
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um conjunto da forma
{—®<x<b}=Y{—n<x<b}+{-=}

com b finito e arbitrario, concluimos que G < HO, donde B =
= GO < HO = A. Por outro lado, como o tdnico conjunto H per-
tencente a H e exterior a G é o conjunto elementar { — ®} ¢G5 =
= B, concluimos que H < B, donde A = HO < B0 = B. Em suma,
vale a relacdo B< A< B e esta assim concluida a nossa demons-
tracao.

Observagdo. O corolario 21’ mostra nfo sé que todo o bore-
liano B ¢ também um boreliano B, como também que a classe
dos borelianos B coincide com a classe das somas B + Z possiveis
onde, ndo se esquega, Z representa o subconjunto genérico de .
Dai uma defini¢io alternativa para a algebra de Borel alargada B,

definicdo essa que ndo envolve declaradamente nenhuma classe
geradora de B, mas que obriga a passar por B para alcancar B.

Enfim, vantagens ¢ inconvenientes, apesar perante as circunstan-
cias. Acrescentemos que talvez valha a pena pensar na dlgebra
de Borel semialargada, que se obtém quando se sulzgtitui a recta
real X pela correspondente recta real semialargada X = X + {o 1,
onde se interpreta ® como um ponto ou numero € nio como o
conjunto formado pelos dois nimeros — ® e + *.
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SECCAO B

OPERACOES EXTERNAS

§ 15— RESTRICAO DUMA ALGEBRA-¢ A UM SUBESPACO

1. Generalidades

Dados um espago © ou £(»), uma classe nado-vazia K ou K(K)
formada por conjuntos K < © e um conjunto néo-vazio €’ ou 2’(«’)
que possa instituir-se em subespago de 2, vamos, por um lado,
representar pelo simbolo K/ a classe formada por todas as res-
tricoes K/’ tais que KeK e vamos, por outro lado, chamar a essa
classe restrigdo de K a @’ e também (classe) K dado @ ou sob a
condicdo € ou ainda na hipdtese Q’. No que concerne a restri¢do
de K a @, serd cumulativamente a operacdo que converte K em
K/,

Reveste-se de interesse especial o caso em que a classe K(K)
proposta é uma algebra-c A(A) tirada de Q, caso este em que
temos o

Teorema 22. «<Dados um espago Q e um seu subespaco Q/Q’,
entdo a restricio a @’ de qualquer 4lgebra-s tirada de @ resulta
uma nova algebra-s tirada de 2/Q’.»

Demonstragdo. Escolha-se arbitrariamente uma algebra-c A(A)
tirada de © e tenha-se em mente o teorema 10, Como O=4, obtemos
0/9’:A/Q’ ou seja uma (classe) restrigdo nao-vazia. Por outro lado,
se A/Q’:A/Q’, com Aed, entdo a férmula 26¢) da (A/Q’ ) =A-/Q’A/Q°
e, se An/QeA/Q’ (n=1,2,3,...), com AzeA para cada.n, entdo a
férmula 27b) da ¥ (Aa/Q’) = (¥ Aw)/2°A/Q’. Concluimos assim que
a classe A/Q’ satisfaz & definicio duma algebra-¢ tirada de 2/’
c.q.d.
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Observagdo. Se partirmos de conjuntos contidos em ©, sabe-
mos, pelas férmulas 26) e 27), que ¢ indiferente ou aplicar pri-
meiro certas operagbes internas usuais e restringir depois a @’
ou restringir primeiro a @’ e aplicar depois as operagdes em causa
(agora tomadas no subespago). Nesta conformidade, qualquer
classe ndo-vazia, tirada de @ e fechada com respeito a certas ope-
ragdes internas usuais € uma classe que tem restricdo a ©’ nao-vazia
e fechada com respeito as operacdes em causa (agora tomadas no
subespago) ; isto porque, na incidéncia, o resultado das operagdes
sobre restricées de conjuntos da classe original coincide com a
restricdo do resultado das operagdes sobre os préprios conjuntos
e ¢ assim a restri¢do dum conjunto da classe original, pertencendo
como tal & restricio da classe original. Foi este esquema que se
utilizou na demonstracdo do teorema 22 e ¢ 0 mesmo esquema
que cobre uma vasta gama de casos. Por exemplo, a restricdo dum
anel [ou anel-c ou 4lgebra] tirado de € é um anel [ou anel-o ou
algebra] tirado de ©/2’.

Dados um espaco @ e um seu subespaco 2/Q’, o teorema 22
faz corresponder a qualquer espaco mensuravel (2,4A) um novo
espago mensuravel (Q/Q’,A/Q’) ou, em notacdo mais sucinta,
(2,A)/2, a que vamos chamar restri¢io de (2,A) a @’ e também
(espaco mensurdvel) (2,4) dado ' ou sob a condig¢do @’ ou ainda
na hipétese &'. No que concerne a restrigio de (Q,A) a @, serd
cumulativamente a opera¢ido que converte (Q,A) em (Q,4)/Q.
Note-se que ndo se pede @’tA, pedido este que pode revelar-se 1til
em casos especiais.

Exemplo 52. Dado o espago @ = {1,2,3,4}, o corolério 18’
mostra que a classe A = {0,2,{1,2,3}} ndo pode ser nenhuma
algebra-s. Todavia, se tomarmos o subespaco Q/Q' = {1,2}, a
classe A/Q’ sera a respectiva algebra-« minima. Este exemplo mos-
tra que a restrigdo A/Q’ pode ser uma dlgebra-o tirada de Q/Q’ sem
que a classe original A seja uma dlgebra-o tirada de Q.

Exercicio 52. Prove que a restrigio de classes a um subespago
fixo ndo é uma operagio univalente, dando um exemplo em que
classes originais diferentes conduzam a restri¢des iguais num sub-
espaco apropriadamente escolhido.
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2. Assimetria entre um espaco e as suas restrigcoes

O confronto entre o teorema 22 e o exemplo 52 aponta para
uma assimetria notoria no relacionamento entre as dlgebras-o ti-
radas de Q@ e as tiradas de @/Q’. Neste contexto tem interesse o

seguinte

Teorema 23. «Considerem-se um espago @ e conjuntos nio-
-vazios &, €Q(n =1,2,3,...), disjuntos dois a dois e com soma
igual a Q. Se interpretarmos cada 2. como um espago, se instituir-
mos no espago incidente niimero n uma algebra-e Ax' de conjunto
genérico A, £y e se, em seguida, reinterpretarmos todo o Ag
como um conjunto contido em €, entdo a classe formada pelas
somas %An = S possiveis resulta uma éalgebra-c S tirada de @ a
que pertencerdio todos os @ e que, escolhido arbitrariamente o
valor de n, torna um conjunto pertencente & restricdo S/Q. se e
s6 se ele for um conjunto A, da dlgebra-c An.»

Demonstragdo. No decurso da prova recorreremos varias ve-
zes ao teorema 10.

a) Para ja, a classe S é ndo-vazia por lhe pertencer a soma
dos vazios dos espagos Qn, soma essa que vai coincidir com o vazio
contido em ©. — Em seguida, escolhida arbitrariamente uma soma
S = %Anss (n=1,2,3,...), onde cada A, € Q. pertence a A, e é
reinterpretado como conjunto contido em &, feito isso, a férmula
13”) e as propriedades da adicdo permitem escrever

Q= é‘.Qn = § [As + (0 — AW)] = [%An] + [%; (2 — Ad)],

de modo que a férmula 18) conduz & jgualdade 2—S=3 (%—A,),
onde cada parcela Q. — A, <Q, pertence a algebrae A. e ¢
reinterpretada como conjunto contido em Q. Concluimos assim
que o complemento S™ =@ — S pertence a classe S. — Posto
isso, se fizermos passar p por valores 1,2,3,... e se fizermos
corresponder a cada valor p admissivel um conjunto S.eS,
entdo S, = %‘.An,p (p=1,2,3,...) onde, fixado o valor de p, cada
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A.p, € Q. pertence a Ax e € reinterpretado como conjunto con-
tido em Q. Nesta conformidade, as propriedades da adigdo e da
unido, a nota a férmula 16) e a 1.* propriedade do n° 4 do §2
fazem com que V'S, =7 (im Anp) = f (Y Awp), onde cada parcela
‘;An,p < Q, pertence a algebra-s A. e ¢ reinterpretada como con-

junto contido em Q. Concluimos que a uniéo K S; pertence a classe
S, classe esta que assim cumpre com todas as condic¢des exigidas
na definicio duma &lgebra-o tirada de Q.

b) Acabamos de provar a parte principal da tese e vamos
passar para as partes complementares. — Escolhido arbitraria-
mente um valor particular m para o indice n, tem-se

On = %An desde que

se tome Am = Qn e An = O para n=#m.

Logo Q.eS para qualquer n. — Por outro lado, escolhido arbitra-
riamente o valor de n, a restricdo S/Q. comporta todos os con-
juntos S/Q € /O, os quais, atendendo a definicdo de restrigio
dum conjunto a um subespaco, vdo ser interpretados como con-
juntos S A Q, contidos no espago Q. e, eventualmente, reinterpre-
tados como conjuntos S A Q. contidos no espaco ©. Entdo, basta
redesignar por p o indice de ‘

%An para obter SAQy = (%AP)AQB —_:z;(ApAQn)

onde, seja qual for p, vale @, > A;, de modo que a disjuncgéo dois
a dois dos Q, acarreta a relagdo SAQn = Ax < Qn. Esta relagdo
colhe para cada valor de n e, escolhido n, para cada conjunto
AqeA, que se queira fazer corresponder a parcela ntimero n de S.
Fica assim concluida a nossa demonstracéo.

Exemplo 53. Supondo que @ e &2 (n=1,2,3,...) tém os si-
gnificados referidos no enunciado do teorema 23, consideremos
uma classe A tirada de @ tal que cada uma das restrigdes A/Qa
seja uma dalgebra-o tirada do respectivo subespaco Q/Q.. Entdo,
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seja qual for n, a interpretacdo de €, como espago e a interpre-
tagdo do conjunto genérico A/QmeA/Qn como conjunto A, € Q, séo
interpretacdes que conduzem a uma dalgebra-e¢ A, de conjunto
genérico Ax e tirada do espaco Q.. — Se agora reinterpretarmos os
diversos conjuntos A, como conjuntos contidos em 2, vamos cair na
dlgebra-c S do teorema 23 ou seja na classe formada pelas somas
3 An=S possiveis. Nesta conformidade, é fdcil reconhecer que S é
n

uma sobreclasse de A. Com efeito: escolhido arbitrariamente um
conjunto A4, tem-se A = AA (i:n Q) = 3‘. (AAQ,) onde, seja qual
for n, o conjunto AAQ, <Q, pode ser interpretado como con-
junto Aqed. e, por isso, pode ser reinterpretado como parcela
A, €0 de somas S. — Mas seria prematuro pensar que a assime-
tria apontada na introdugéo a este n.° possa ceder na hipétese de
se recorrer a um relacionamento melhorado entre, por um lado,
algebras-o tiradas dos diversos subespagos Q/Q, e tomadas em
bloco e, por outro lado, édlgebras-s tiradas de @ e reforgadas pelo
pedido de lhes pertencerem todos os ©,. Vejamos o contra-exemplo
em que

= {1: Zr 31 4}: ‘Q'l = {1:2}; ‘Qz = {3) 4}
e a classe

A={0,{1},{2},{3},{4},{1,2},{3,4}, 0},

eventualmente proponivel para dlgebra-s tirada de € (por lhe
pertencerem O e Q e por comportar conjuntos em numero igual
a uma poténcia perfeita de 2). Embora A/Q; e A/Q, sejam alge-
bras-c (méaximas) nos respectivos subespagos e embora Q; e @,
pertencam 2 classe A, esta deixa de ser uma algebra-o tirada de

@ porque lhe falta, por exemplo, o conjunto {2,3} = {2} + {3}.

Exercicio 53. Dados o espago @ = {1,2,3,4}, os conjuntos
Q0 ={1,2} e @2=1{3,4} e a classe A ={0,{1},{2, 3,4},2} tirada
de @, entdo o exemplo 41 institui A em algebra-c e o teorema 22
institui as restri¢cbes A/Q; e A/Q, em algebras-o, tiradas respecti-
vamente de 2/Q; e de Q/Q,, classes essas que vamos interpretar
como algebras-c A; e A, tiradas dos espagos respectivamente Q; e
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Q,. Posto isso, mostre que a correspondente algebra-o S, referida
no enunciado do teorema 23, é uma sobreclasse propria de A, isto
apesar de A se constituir em dlgebra-o tirada de @ (uma particula-
rizacdo das hipéteses admitidas no inicio do exemplo 53).

3. Passagem de decomposi¢des

Por fim, vamos examinar como as decomposi¢cdes de espagos
mensuraveis acompanham a passagem dum dado espaco mensu-
ravel para qualquer uma das suas restricoes a um subespaco. Neste
contexto, temos o

Teorema 24. «Considerem-se o espago 2, um conjunto nao-vazio
Q' € Q e uma 4lgebra-¢ A tirada de Q. Se D for uma decomposigio
[ou decomposicdo irredutivel] do espago mensurave] (Q,4), entdo
a classe D/Q’ desembaragada dos seus eventuais conjuntos vazios
resulta uma decomposicdo [ou decomposicdo irredutivel] da res-
trigdo (Q,4)/Q'.»

Demonstra¢do. Sendo D = {Ay, A, ..., A, ...} uma decom-
posicdo de (Q,A), sabe-se que Aq.¢cA para cada n e tem-se a
igualdade de defini¢io D/Q’ = {A)/Q, A/, ... ,Au/Q, ...}, onde
Ap/@:A/Q para cada n. Como os Ax s@o ndo-vazios, disjuntos dois
a dois e tais que £ A, = @, a férmula 27¢) d4 /@ =2 (A./2’);
logo a classe D’/©’, obtida a partir de D/Q’ por supressido dos even-
tuais conjuntos vazios, cumpre com o exigido na defini¢do de de-
composi¢do do espago mensuravel (2/Q’,A4/Q°) = (Q,A)/Q’. Esta
assim demonstrada a primeira versdo do enunciado e falta apenas
considerar a hipétese da irredutibilidade da decomposicdo origi-
nal D.

Posto isso, suponhamos que D é irredutivel e que D’/Q’ é re-
dutivel, caso este em que existird um conjunto A/Q’, com Ae4,
tal que 0/’ propriamente contido em A/Q’ propriamente contido
em An/Q’, onde m designa um valor particular do indice n, Entio,
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a férmula 27a) darid A/Q’ =(A/Q')A(An/Q') = (AAAL)/Q e a
irredutibilidade de D impord uma das igualdades AA A, = O ou
A A A, = An, a primeira conducente a A/Q’ = 0/Q’ e a outra con-
ducente a A/Q’ = A,/Q'. Em suma, a outra versdo do enunciado
fica provada por reducdo ao absurdo.

Exemplo 54. Mesmo que a classe D do enunciado do teorema
24 seja uma decomposicdo redutivel de (2,4), a classe D’/Q’ for-
mada pelos conjuntos ndo-vazios de D/Q’ pode resultar em de-
composicio irredutivel da restricio (2,4)/2'. E o que acontece
quando se trabalha com a recta de Borel, quando se toma o con-
junto formado pelos niimeros inteiros e pares para subespaco da
recta real subjacente, quando se atende a assergéo feita no exem-
plo 49 e quando se escolhe a decomposi¢do de partida formada
pelos intervalos principais {k < x <k + 1}, com k a percorrer to-
dos os ntmeros inteiros.

Exercicio 54. Dados a recta de Borel (X,B) [eventualmente
alargada (X,B)] e os conjuntos X; e X, o primeiro formado pelos
nimeros x racionais e o outro formado pelos restantes nimeros x
reais, proceda a analise comparativa, nos termos deste pardgrafo,
entre a algebra-c B [ou B] tirada de X [ou X1, as suas restricbes
a X; e a X;, as interpretagbes dessas restricdes como classes tiradas
dos espacos X; e X; e ainda a classe S referida no enunciado do
teorema 23.
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§ 16 — CORTE FEITO NUMA CLASSE POR UM PONTO

1. Generalidades

Retomemos o espago-produto () = X Qi(e:) dos n.°>* 1 do
t

§8 e do §9, onde o = (,teT) € onde se suEpTGe escolhido um dis-
positivo de entrada para as (pelo menos duas) determinacgdes do
indice genérico t da familia T; em seguida, cindamos esta familia
em duas subfamilias T*(t*) e T**(t**), disjuntas entre si e com
dispositivos de entrada para as determinagoes de t* e de t** her-
dadas do dispositivo geral supracitado; por fim, consideremos os
espagos-produtos parciais

Q*(w*) = X Qt*((og*)

LT

Q¥ (0**) = X Qo)

ket

da férmula 38), o primeiro caracterizado por t = t* ou t = t¥*
e 0 outro caracterizado por t = t** ou t 5= t*, marginais de @ cada
um em relacdo ao outro € com pontos genéricos respectivamente

o* = (o, *eTF)

0% = (g, tFFETHF).
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Entio, escolhidos arbitrariamente um ponto o* = (o, t*eT*)eQ*
e uma classe ndo-vazia K ou K(K) formada por conjuntos K < Q,
nio s6 vamos representar pelo simbolo K/ o* a classe formada por
todos os cortes K/o* € Q%*F tais que KeK, como também vamos
chamar a essa classe corte (feito) na classe K pelo ponto o¥,
designacdo esta que atribuimos também & operagdo que conver-
te K em K/a*. Quanto a K, serd a classe cortada e, quanto a &%,
serd o ponto cortante. Tendo em mente a propriedade referida a
seguir & justificagdo da férmula 48), podemos afirmar que a
nossa operacio de corte (global) de K pode resolver-se em opera-
¢obes de corte (parciais), associativas e comutativas, nos mesmos
moldes que se aplicam ao conjunto genérico KeK.

Exemplo 55. Dado o espago @ = {(1,1), (1,2), (2,1), (2,2)},
igual ao produto dos espagos & = {1,2} e @, = {1,2}, entdo o
ponto 2; = 2&2; corta a classe K = {0,9,{(1,2), (2,1), (2,2)}},
tirada de Q, segundo a classe K/2, = {0,, %}, tirada de Q; e coin-
cidente com a respectiva dlgebra-¢ minima. Isto apesar de K nao
poder ser nenhuma algebra-s, em virtude do corolirio 18’.

Exercicio 55. Prove que a operacéo de corte feito em classes
por um ponto fixo ndo é uma operagéo univalente, dando um exem-
plo de classes originais distintas entre si que conduzam a cortes
iguais por recurso a um ponto cortante comum apropriadamente
escolhido.

2. Corte numa algebra-o

Reveste-se de interesse especial o caso em que a classe K(K)
proposta ¢ uma algebra-c A(A) tirada de ©, caso este em que
temos o

Teorema 25. «Considerem-se um espaco-produto 2, dois espa-
cos Q* e Q** que sejam marginais de @ cada um em relacgio ao
outro e, por fim, um ponto cortante o*, arbitrariamente escolhido
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em Q% Entdo, qualquer algebra-¢ tirada de @ é cortada por o*
segundo uma &lgebra-c tirada de Q**.»

Demonstragdo. Escolha-se arbitrariamente uma algebra-c A(A)
tirada de @ e tenha-se em mente o teorema 10, Como existem con-
juntos pertencentes a A4, € 6bvio que o corte A/ o* resulta ndo-vazio.
Por outro lado, se A/ o*:A/ 0¥, com AeA, entdo a férmula 50a) da
(A/e*)~ = (A")/eo*eA/o* e, se An/o*ed/o* (n=1,2,3,...),com
A.eA para cada n, entdo a férmula 50b) dd Y (A./e*) =
= (Y An)/e*eA/o*. Concluimos assim que o corte A/e* satisfaz

a definicdo de édlgebra-o tirada de Q**, c.q. d.

Observacdo. As consideracgbes produzidas na observagio posta
a seguir ao teorema 22 adaptam-se a operaciio de corte feito
numa classe por um ponto dado, bastando para o efeito, subs-
tituir o recurso as férmulas 26) e 27) pelo recurso a férmula
50), o subespaco ©/9’ pelo espago marginal Q** e qualquer restri-
cdo pelo corte adequado. Nesta conformidade, qualquer classe
nio-vazia, tirada de @ e fechada com respeito a certas operagdes
internas usuais, é cortada pelo ponto «* segundo uma classe néo-
-vazia e fechada com respeito as operagbes em causa (agora to-
madas em Q**), Claro que este resultado se aplica a anéis, a anéis-¢
e a élgebras.

Dados os espacos 2, O* e Q** e o ponto «* aqui introduzidos,
o teorema 25 e a férmula 49a) fazem corresponder a qualquer es-
paco mensuravel (2,4) um novo espaco mensuravel (2**,4/0*) =
= (@/o*A/a*) ou, em notagdo mais sucinta, (2,4)/«* a que
vamos chamar corte (feito) em (Q,A) pelo ponto «*, designacio
esta que atribuimos também & conversio de (2,4) em (Q,4)/a*
(com ponto cortante o* e com espago mensurdvel cortado (Q,A)
em qualquer dos casos). Também aqui a operagdo de corte global
pode resolver-se em operagbes de corte parciais, associativas e
comutativas, ja que o procedimento ¢ aplicivel a @ e a cada AeA.

Exercicio 56. Retome as condigées do teorema 25 e mostre
que qualquer ponto w*:Q* corta a algebra-c minima [ou maxima]
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tirada de @ segundo a algebra-s minima [ou méxima] tirada de
Q**, Sugestdo: Recorra ao resultado 48) ou entdo ao exemplo 26
e ao resultado 42b),

3. Passagem de decomposi¢oes

Posto isso, vamos examinar como as decomposigGes de espacos
mensuraveis acompanham a passagem de um espaco mensuravel
dado para qualquer um dos seus cortes. Neste contexto, temos o

Teorema 26. «Considerem-se um espago-produto @, dois espa-
cos O* e Q** marginais de € cada um em relagio ao outro, um
ponto cortante o*eQ* e ainda uma algebra-c A tirada de Q. Se D
for uma decomposi¢do [ou decomposicio irredutivel] do espago
mensuravel (Q,4), entdo o corte D/o* desembaragado dos seus
eventuais conjuntos vazios resulta uma decomposicdo [ou decom-
posicdo irredutivel] do novo espago mensurdvel (Q,4)/s*.»

Demonstragido. Sendo D = {Ay, As, ..., As, ...} uma decompo-
sicio de (Q,4), sabe-se que AqeA para cada n e tem-se D/o* =
={A)) 0¥ A/ 0%, ..., A/ 0%, ...}, onde An/o*sA/o* para cada n.
Como os A, sio nio-vazios, disjuntos dois a dois e tais que 3 A,=0,
as férmulas 49a) e 50b) ddo Q** = Qfe* = § (An/e¥) enlogo a
classe D**/o*, obtida a partir de D/o* por supressio dos even-
tuais conjuntos vazios, ¢ uma classe que cumpre com o exigido
na defini¢io de decomposicio do espago mensurdvel (Q/o*,A/c*) =
= (Q,A)/ o*. Estd assim justificada a primeira versio do enun-
ciado e s6 falta considerar o caso da irredutibilidade de D.

Posto isso, suponhamos que D é irredutivel e que D**/s* é
redutivel, caso este em que existird um conjunto A/e*, com A:A,
tal que O/ s * propriamente contido em A/« * propriamente contido
em An/o* para algum valor particular m do indice n. Entdo, nio
s6 a férmula 50c) dard A/s* = (A/0*) A (An/o*) = (AAAL)/ o¥,
como também a irredutibilidade de D impord uma das igualdades
AAA, =0 ouAAA, = Ay, a primeira conducente a A/ o* = 0/ o%
e a outra conducente a A/o* = An/o*. Assim a alternativa do
enunciado est4 provada por redugio ao absurdo.
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Exemplo 56. Mesmo que a classe D do enunciado do teorema
26 seja uma decomposicdo redutivel de (2,4), a classe D**/o*,
formada pelos conjuntos n#o-vazios de D/o*, pode resultar em
decomposicdo irredutivel do corte (2,4)/o* E o que acontece
quando se trabalha com o espaco-produto e o ponto cortante do
exemplo 55, quando se escolhe para A a dlgebra-¢ maxima tirada
de @ e quando se toma a decomposi¢do redutivel D de (2,4) for-
mada pelos dois conjuntos {(1,1), (2,2)} e {(1,2), (2,1)}. Com
efeito, ndo sé6 A/2; vai coincidir com a algebra-c méxima tirada
de Q,, como também D**/2; vai coincidir com a classe {{1}, {2}}
tirada de ©, ou seja com a decomposigido irredutivel de (Q,4)/2:.
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§ 17— PROJECCAO E MARGINAGAO DE CLASSES

1. Generalidades

Retomemos os espagos ©, Q% e Q** dos n.”* 1 do §8 e do § 16.
Entdo, escolhida arbitrariamente uma classe (eventualmente vazia)
K ou K(K) formada por conjuntos K < Q, vamos representar pelo
simbolo K* a classe que é vazia se K o for e que, nos demais casos,
é formada por todas as projeccdes K* de conjuntos KeK sobre O*
e/ou segundo a direccdo de @**. Nesta conformidade, vamos cha-
mar projecgio de K sobre O* efou segundo a direcgdo de Q** tanto
a classe K*, como também a transformacdo de K em K*. Quanto
a K, serd a classe projectada.

Posto isso, seja C(K) < K a classe formada pelos conjuntos
KeK que tenham a particularidade de serem cilindros C(K) com
base (contida) em Q* e/ou com geratrizes paralelas a 0**. A C(K)
vamos chamar subclasse cilindrica de K e vamos fazer corres-
ponder a nova projecgdo C*(K) < K*, esta formada pelos conjun-
tos marginais ou bases C*(K) dos cilindros C(K). A classe C¥(K)
vamos chamar classe marginal ou base de K em Q*, esta obtida
por marginacdo de K com respeito a Q**,

De acordo com as consideragbes produzidas a seguir 4 férmula
39) e com a sua particularizagéo feita no exemplo 21, a projecgio
de qualquer KeK sobre Q* e a marginagéo de qualquer C(K)=C(K)
com respeito a Q** podem resolver-se em operacbes parciais do
mesmo teor que sdo associativas-e comutativas, propriedade esta
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que se transmite obviamente & projecgdo de K sobre Q* e a mar-
ginacdo de K com respeito a Q**, esta redutivel 4 marginacdo de
C(K) com respeito a Q**,

Exemplo 57. Retomemos a classe K = {0,2, {(1,1}"} do exem-
plo 55, a qual ndo é algebra-c tirada do respectivo espago Q e,
todavia, tem projec¢io K* = K, sobre Q* = Q; igual a classe
{0y, @} ou seja igual a algebra-c minima tirada de ©;. Caso quei-
ramos substituir K por K’ = K — {0}, entdo K’ ndo é algebra-c
tirada de © nem K’ = {;} & algebra-¢ tirada de Q..

Exercicio 57. Prove que a operagdo de projeccdo [ou margi-
nacfio] de classes nio ¢ uma operagdo univalente, dando um exem-
plo de classes tiradas de @ que sejam distintas e que conduzam a
projecgdes sobre [ou bases em] O* iguais entre si.

2. O caso especial das algebras-o

Reveste-se de interesse especial o caso em que a classe K(K)
é uma é&lgebra-c A(A) tirada de Q. Neste caso, além de 0% e Q*
figurarem entre os conjuntos da classe A*, esta resulta fechada
com respeito a unido intransnumerdvel em virtude de A*eA* (n =
=1,2,3,...), com cada A* igual & projeccdo sobre Q* dum con-
junto AneA, implicar, atendendo a férmula 40c) e ao teorema 10,
a relagdo ¥ A* = (V A, )*sA*. Todavia, em geral A* ndo ¢ nenhuma
algebra-c tirada de ©* porque, escolhido arbitrariamente um con-
junto A*:A*, a relagdo (A*)~eA* pode falhar. E o que acontece,
por exemplo, quando se trabalha com o espago @ = {(1,1), (1,2),
(2,1), (2,2)} igual ao produto dos espacos &1 = {1,2} e Q, = {1,2},
quando se toma af a algebras A ={0,0,{(1,1)}, {(1,1)}"} e
quando se escolhe * = Q,, caso este em que A* = 4, é a classe
{0,,{1},Q,} tirada de Q;, a qual nfo é nenhuma 4lgebra-c porque
falha a relagdo {1}~ ¢A..

A irregularidade relativa aos complementos dos conjuntos
pertencentes a A* pode ser contornada desde que substituamos
a projeccdo da algebra-c A sobre @* pela marginacio de A com
respeito a Q*¥, quer dizer pela projeccdo sobre Q* ou marginagio
com respeito a Q** a incidir sobre a subclasse cilindrica C(A).
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Para comecgar, temos o

Teorema 27. «Quando ¢ dado o espago-produto @ com o mi-
nimo de dois factores e quando se pretende projectar sobre o
espago marginal Q*, entdo, seja qual for a dlgebra-c A tirada de Q,
a sua subclasse cilindrica C(A) resulta, por sua vez, uma algebra-o
tirada de Q.»

Demonstragdo. Vamos designar por C(A) o conjunto genérico
de C(A) e vamos recorrer varias vezes ao teorema 10 e ao coro-
lario 8.

Para comecar, a subclasse cilindrica é nao-vazia porque lhe
pertencem os conjuntos O e Q. Em seguida, escolhido arbitraria-
mente um conjunto C(A4)eC(A4), entdo C~(A) é um cilindro e ocor-
rem as relacdes C(A)eA e C7(A):A, donde concluimos que
C-(A)C(4).

Por fim, escolhidos arbitrariamente conjuntos Cn(A):C(A)
(n=1,2,3,...), entd0 Y Ca(A) é um cilindro e ocorrem as relagGes
Ca(A)eA (para qualquer n) e Y Cu(A)e4, donde concluimos que
V' Cu(A)eC(A). Em suma, a classe C(A) cumpre com a defini¢do
de algebra-s tirada de ©, c.q.d.

Uma consequéncia importante do teorema 27 € o

Corolario 27'. <Admitidas as hipé6teses do teorema 27, qual-
quer algebra-c A tirada de @ tem uma base C¥*(A) que é outra
algebra-o, esta tirada de Q*.»

Demonstracdo. Como o teorema 27 institui C(A) em algebra-o
tirada de Q, a correspondente projeccdo ou base C*(A4) resulta
néo-vazia e fechada com respeito a4 unido intransnumerével (veja-
-se o texto introdutério deste nimero). Por outro lado, escolhido
arbitrariamente um conjunto C*(A)eC*(A), ele sera a base dum
cilindro C(A)eC(A), ter-se-d C~(A4)eC(A) e a férmula 43b) dari
[C*¥(A)]™ = [C~(A)]*C*(A). Em face do exposto, concluimos
que a classe C*(A4), ou seja a base de A em Q* cumpre com a
defini¢do de algebra-¢ tirada de Q*, c.q.d.

Dados os espagos @, Q% e Q** aqui introduzidos, entéo o teo-
rema 27 faz corresponder a qualquer espago mensurdvel (Q2,4) o
novo espago mensuravel (2,C(4)) e, por outro lado, o corolario
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27’ e o facto de * ser a base do cilindro @ fazem corresponder
a qualquer espago mensuravel (2,4) o novo espagco mensuravel
(*,C*(A)) ou, em notacdio mais sucinta, (2,C(4))*, a que pode-
mos chamar, coerentemente, espaco mensurdvel marginal ou base
de (2,A) em Q*, Vamos considerd-lo como resultante do espago
mensurdvel original ou marginado, por meio duma operacéo deno-
minada marginagdo de (Q,A) com respeito a Q**. Também aqui
a marginagdo (global) pode resolver-se em marginagdes parciais,
associativas e comutativas, ja que o procedimento é aplicavel a ©
e a cada conjunto C(A)C(A).

Exemplo 58. Seja qual for o ponto o**sQ**, sabemos, pelo
exemplo 26 devidamente adaptado, que «** corta qualquer con-
junto C(A)eC(A) segundo a sua base C*(A4), donde concluimos
que se verifica a igualdade entre classes C(A)/ o** = C*(A). Este
facto e os teoremas 27 e 25 proporcionam uma via alternativa
para a demonstracdo do corolario 27'.

Exercicio 58. Retome as hipéteses do teorema 27 e prove que
a 4lgebra-c minima [ou méxima] tirada de ¢ tem uma base em O*
que é a 4lgebra-c minima [ou maxima] tirada de Q*.

3. Paralelismo entre cilindros e as suas bases

Posto isso, vamos examinar como o paralelismo entre cilindros
e as suas bases se repercute no comportamento das algebras-c que
lhes dizem respeito. Temos o

Teorema 28. «Considerem-se um espago-produto @ e um seu
espaco marginal @*. Entdo, dada uma classe C tirada de 2 e for-
mada por cilindros, ela serda uma &lgebra-c se e s6 se a respectiva
base C* for uma algebra-¢ tirada de Q*.»

Demonstracido. Vamos recorrer varias vezes ao teorema 10
e ao corolario 8.

Comecando por supor que C é uma algebra-o, estamos perante
o caso particular do corolédrio 27’ em que A = C e, por isso, C* =
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= C*(C) resulta uma algebra-c tirada de Q*. Assim falta apenas
provar que a classe C é uma algebra-c sempre que C* o for.

Sabemos, pela relagéo 42a), que os cilindros C e as suas bases
C* se correspondem biunivocamente. Entdo, se C* for uma alge-
bra-e tirada de Q*, existem bases C*eC*, de modo que existem os
correspondentes cilindros CeC. Além disso, escolhido arbitraria-
mente um cilindro CeC, a férmula 43b) dara (C™)* = (C*)~=C*,
donde C~=C. Por outro lado, escolhidos arbitrariamente cilindros
CeC(n=1,2,3,...), com bases C¥«C* a férmula 42e) dard
(Y Cu)* =V C*eC*, donde ¥ C.eC. Em face do exposto, é ébvio que
a classe C cumpre com a defini¢do de algebra-¢ tirada de Q, c. q. d.

Observagdo. Seja  uma operagio arbitrariamente escolhida
entre as operacbes internas usuais (a incidir sobre conjuntos) e
suponhamos que C ¢ uma classe ndo-vazia, tirada de @ e formada
por cilindros com base em Q*. Entéo, se aplicarmos = simultanea-
mente a diversos cilindros C:sC e as correspondentes bases C#sC*,
isso com t a percorrer uma familia T compativel com a operatéria
escolhida, o recurso a r: ou seja a = quando t percorre T, a hipétese

7:(Ct)eC [ou 7.(C¥)eC*]
e as formulas 42) e 43) déo a relagdo

7(CY) = (7(C))* [ou (7(Ce))* = 7(CY)],
donde a nova relagéo

7(C*)eC* [ou 7:(C:)eC].

Dai uma generalizacdo do teorema 28 para quaisquer classes néo-
-vazias, tiradas de @, formadas por cilindros com base em Q* e
fechadas com respeito a operagdes internas usuais.

Posto isso, vamos acrescentar um resultado que estende o
paralelismo tratado no teorema 28 a classes geradoras de alge-
bras-o e de que necessitamos no decurso da demonstracdo do teo-
rema 33. Temos o
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Teorema 29. «Dados um espago-produto Q e um seu espaco
marginal Q*, entdo qualquer classe ndo-vazia C formada por cilin-
dros gera uma &lgebra-s que é formada exclusivamente por cilin-
dros e que tem base em Q* coincidente com a algebra-s gerada
pela base de C.» '

Demonstra¢do. Em ftace do simbolismo introduzido através
da férmula 55), a tese do enunciado atribui a algebra-c C° gerada
por C as propriedades de se compor exclusivamente de cilindros
e de verificar a igualdade

(Co)* = (C*) (57)

onde C° = A \ E,, com Ey a representar a algebra-o genérica tirada de
Q e tal que C E,, e onde (C*)° = AW F:, com F ’; a representar a
we

algebra-oc genérica tirada de Q* e tal que C* < F%

Ora, seja qual for a classe Ey, a sua subclasse cilindrica C(Ev)
estd contida em Ey, ndo deixa de conter C e é, atendendo ao teo-
rema 27, uma algebra-s €, portanto, é uma das classes cuja inter-
seccdo conduz a C°. Logo as propriedades da intersecgdo vistas no
n? 1 do §4 e a nota 4 demonstra¢io da férmula 16) dao a igual-
dade C° = u‘ﬁu C. onde C, representa a algebra-oc genérica tirada
de @, formada por cilindros e tal que C < Cy, facto este que for¢a C°
a ser uma classe composta exclusivamente por cilindros.

Posto isso, o resultado 42a) d4 C* < C¥, para cada u, e da
também (C°)* = ufu C:‘ onde, atendendo ao teorema 28, cada C*
é uma algebra-c e, portanto, é uma classe F%* Por outro lado, seja
qual for w, a relagdo ja vista C* < F* e os resultados 42b) e a)
implicam C £ Fy, onde Fy ¢ uma classe de cilindros que tem base
F* e que, atendendo ao teorema 28, resulta uma élgebra-s e logo
resulta uma classe C.. Nesta conformidade, cada F* ¢ uma classe
C*, de modo que ficam identificadas as intersec¢Ges

ACH=(C)* e A F*=(C*)

nel u
Dai a igualdade 57) e chegamos assim ao fim da demonstragdo.
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4, Passagem de decomposicdes

Vejamos, por fim, como as decomposi¢des acompanham a
transformagdo dum espaco mensurdvel na correspondente base.

Temos o

Teorema 30. «Consideremos um espago-produto €, um seu
espago marginal Q*, uma 4lgebra-o A tirada de Q e ainda a corres-
pondente algebra-c C(A) coincidente com a subclasse cilindrica
de A. Entdo, qualquer decomposi¢io do espago mensurével
(2,C(A)) é também uma decomposicdo do espago mensuravel (2,4)
e, caso (Q,4) admita uma decomposigdo irredutivel, o mesmo
sucede a (2,C(4)). Por outro lado, uma classe D tirada de Q sera
uma decomposigdo [ou decomposicdo irredutivel] de (2,C(4))
se e s6 se a respectiva base D* for uma decomposig¢do [ou decom-
posigdo irredutivel] da base (2,C(4))*.»

Demonstragdo. Caso (2,C(A)) admita a decomposi¢do D =
={Cy,C, ...,Cy,...}, 0s conjuntos C. serdo cilindros nfo-vazios,
disjuntos dois a dois, pertencentes a C(A) e com soma igual a Q.
Como C(4) € A, a classe D sera também uma decomposicdo de
(©,4), mais precisamente uma decomposigio cilindrica. Por outro
lado, se (2,4) admitir uma decomposigéo irredutivel, o teorema 17
assegura que (2,C(A)) se vai encontrar na mesma situagdo. Arru-
mada assim a parte da tese em que se recua para (Q,4), vamos
passar para a parte em que se avanca para (Q,C(A4))*.

Em seguida, vamos recorrer as férmulas 42) e 43) sem esque-
cer a correspondéncia biunivoca entre cilindros C e as suas bases
C*, que inclui a correspondéncia entre o cilindro vazio e a base
vazia. Entdo, seja qual for o ntumero natural n que convenha con-
siderar, tem-se C.tC(A) se e s6 se C¥eC*(A), tem-se Ca5~O pro-
priamente contido em Q se e sé se C¥ == O* propriamente contido
em Q¥ e, além disso, h4 disjungé@o entre os conjuntos C, tomados
dois a dois se e s6 se houver disjung@o entre os conjuntos C* toma-
dos dois a dois. Como ZCn =Q se e s6 se (z Cu)* = >JC"‘ = Q¥
acabamos por concluir que D = {C;,C;, ... ,Cy, ...} é uma decom-
posicdo de (2,C(A)) se e s6 se D* = {C¥,C¥%,...,C*, ...} for uma
decomposicdo de (@%,C*(4)) = (,C(4))*.
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Falta apenas provar que, dado o par de decomposicdes D e D¥,
correspondentes entre si, a redutibilidade duma delas implica a
redutibilidade da outra. Ora, se D[ou D*] for redutivel, existe um
cilindro CeC(A4) [ou uma base C*<C*(A)] tal que O propriamente
contido em C propriamente contido em Cu [ou O* propriamente
contido em C* propriamente contido em C%] para um certo
valor m do indice n, facto este que acarreta, para o mesmo valor m,
a relacdo O* propriamente contido em C* propriamente contido
em C* [ou O propriamente contido em C propriamente contido
em Cn], com C*:C*(A) [ou CC(A)], a qual impde a redutibilidade
de D*fou D], c.q.d.

Exemplo 59. Ha casos em que (2,4) nao admite decomposi¢ao
irredutivel e, todavia, existe uma decomposicdao irredutivel para
(2,C(A)) e para (2,C(A4))*. E o que acontece quando se trabalha
com o espago-produto @ = Q;xQ,, com &, igual a uma recta real
e com ; igual a um espaco intransnumeravel, desde que se tome
O* = Q, e desde que se escolha para A a ilgebra-c méxima tirada
de Q. Com efeito, a intransnumerabilidade de ©; e o corolario 17’
asseguram a existéncia duma decomposicdo irredutivel para
(2,C(A))* e logo, atendendo ao teorema 30, para (Q,C(A4)). Por
outro lado, se admitirmos a existéncia duma decomposigdo irre-

dutivel para (Q,4) e se tomarmos Q* = Q,, entdo a classe C(A4)
Q

tera por base a dlgebra-c maxima 2 ! o teorema 30 impora a exis-
Q

téncia duma decomposigdo irredutivel para (2,2 '), o teorema

17 impora a existéncia duma decomposicéo irredutivel para (2;,B,),

a
com B; €2 igual a dlgebra de Borel tirada de Q;, e finalmente
o exemplo 49 far-nos-4 cair numa situagdo absurda.

Exercicio 59. Atribuindo aos simbolos @, A e C(A) os signi-
ficados habituais neste contexto, dé um exemplo duma classe ti-
rada do espago @ (apropriadamente escolhido) que seja uma de-
composi¢do de (2,A) sem ser decomposicdo de (Q,C(4)).
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§ 18 — MULTIPLICACAO TRANSPOSTA OU DE CLASSES.
PRODUTOS DE ESPACOS MENSURAVEIS

1. Multiplicacdo (transposta) de classes

Retomemos o espago-produto 2(e) = X Qi(e:) dos n.°* 1 do
§16 e do §17 onde o = (a¢, teT), onde st.f:Etlc supde escolhido um
dispositivo de entrada para as (pelo menos duas) determinacgdes
do indice genérico t da familia T e onde, seja qual for t, usaremos
o simbolo 29‘ para representar o espago cujo ponto genérico €
o conjunto genérico contido em Q.

Nesta conformidade, fagamos corresponder a cada teT uma
classe ndo-vazia K: < th ou, mais explicitamente, uma classe
Ki(K:) de conjunto genérico K: < Q.. Entdo, a classe formada
pelos produtos (cartesianos) t>§r K: = P £ Q possiveis constitui-se
em classe ndo-vazia P < 2%, a que vamos chamar classe dos produ-
tos, subentende-se emanados das classes Ki(teT). A classe P é niti-
damente distinta do produto (cartesiano) X K:< X 2Bt, cujo
ponto genérico (K, teT) se sujeita, ate:rxderut:f(;E a féi';rnula 35"),
a relacdo entre classes {(K:, teT)} = X {K:} < X th. Em relacido
a Q, a classe P é uma classe de produtté; € nido :éﬂnenhum produto
de classes. Nesta conformidade, podiamos chamar a P produto
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transposto das classes Ki(teT). Todavia, atendendo a motivos ex-
positivos, preferimos essa designacdao para uma certa sobreclasse
de P, em geral diferente de P.

Posto isso, vamos recordar as definicbes do n° 1 do §11,
vamos introduzir uma classe L < 2% estabilizada com respeito a
certas operagOes internas (a incidir sobre os seus conjuntos) e
vamos designar por P° a classe que é do tipo de L e que € gerada
por P. Neste contexto, vamos chamar a classe P° produto (trans-
posto) das classes K:(teT), vamos chamar factores a essas classes,
vamos denominar multiplicacdo (transposta) das classes K: a
operacgdo que as transforma no respectivo produto e vamos con-
substanciar as convengdes feitas através da igualdade simbdlica

P° = X Ku. (58)
teT

Talvez valha a pena chamar a atencdo para o caso de dege-
nerescéncia em que a familia T se compde dum sé elemento t,
digamos t = 1, caso este em que P se reduz a K; e o produto da
férmula 58) se reduz a K$ = t>;<1 K: ou seja a uma classe que o

resultado 56b) identifica com K; se e s6 se K tiver o mesmo tipo
que L.

2. Produto dum numero finito de semianéis

A multiplicacdo de classes aqui definida corre de feigado parti-
cularmente agradédvel quando a familia T ¢ formada pelos N < + %
indices n = 1,2, ..., N, quando cada uma das classes Ka.(K;) <2 "
¢ um semianel e quando se pretende que o produto P° < 29 seja
a interseccdo de todos os semianéis que contém P. Neste caso, o
resultado 56b) adapta-se e conduz a P = P° se P for um semianel.

E o que acontece efectivamente porque temos o

Teorema 31, «Quando se trabalha com um numero finito de
espagos-factores, entdo é um semianel (tirado do espago-produto)
a classe dos produtos emanados de quaisquer semianéis tais que
haja um e sé um por cada espaco-factor.»
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Demonstracdo. Atendendo & associatividade da multiplicacdo
(cartesiana) de conjuntos, é suficiente provar a tese do enunciado
no caso de haver dois espagos-factores, digamos ©* e Q** aos
quais correspondem, por hipétese, dois semianéis, respectivamente
K* de conjunto genérico K* e K** de conjunto genérico K*¥,
donde uma classe P formada por todos os produtos K* x K** =
=P L 0¥*xQ** = Q. Claro que os semianéis K* e K** se encon-
tram sujeitos aos considerandos produzidos na parte introdutéria
do n° 2 do § 11, entre os quais citamos que o vazio O* (propria-
mente contido em Q*) pertence a K* e que o vazio O** (propria-
mente contido em Q**) pertence a K**. Ora, se escolhermos arbi-
trariamente dois conjuntos pertencentes a classe P, digamos P =
=K*X K¥(K*:K* e K*¥*eK**) e Q = L*XL¥(L*K* e L**eK**),
sabemos, pela definicdo de semianel, que

K¥AL¥*K* e K** AL¥**K**
pelo que a férmula 33) da
PAQ = (K*¥AL*) X (K** AL¥)eP,

Reconhecemos assim que a classe P é fechada com respeito i inter-
sec¢do bindria; logo a demonstragdo ficard concluida se conseguir-
mos provar que P cumpre com a condi¢cdo de cadeia tipica dum
semianel.

Assumamos entdo que os produtos escolhidos P e Q sdo tais
que P<Q e ponhamos de lado o caso imediato em que P =
= K* X K** = O (propriamente contido em 2), donde Q—P = QeP,
ou seja o caso em que a cadeia exigida fica com um s6 elo. Entio,
o teorema 6 da K* < L* e K** < L¥* Por outro lado, a definicdo
de semianel garante a existéncia de dois niimeros naturais I e J
tais que néo s6

K%eK*(1 =01, 1) K% =K%, Kh =15 K" €K%

para i<I e K*iy — K*¥ieK* para i <I, como também
K**eK®(j = 0,1, ..., T) K%, = K** K**, = L#* K¥ € K,
para j<J e K**¥; — K**:K** para j<]J.
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Entao, as férmulas 13”), 51) e 31’) e as propriedades da adicdo dao

Q = L*¥XL** = [K*u""* > (K*1p — K*;)] ¥
01T

X [K**+ 3 (K*yy — K*)] =
0<igI-1 ]

= (K*x K**,) + (K¥X[ 3 (K¥*, — K*¥ )1) +
0<i<I-1

+ ([%ﬁsl_l (K*iy — K*;)] X L**), (59)

Mas, seja qual for i <I [ou j<J], o crescimento dos K*;
[ou K**;] e a férmula 17’) permitem escrever

K i+1 = K* 1”K"' V e K*m =K*u'i“
+ (K* — K*) + ... + (K* — K*)
fou K**;,, = K¥* VEK* V  VER, — K** +

+ (K**] - K**a) 'i" “;‘ (K**jn o, K**j)].

Posto isso, vamos retomar o ultimo membro da formula 59) e
vamos destacar dai as seguintes somas iniciais:

P = K* X K**, (K* X K¥%) + (K* % [(K**, — K*%) + ...
. (K¥E — K*)]) = K* x K#,
para j=01,...,T—1e
(K* x K**) + ([K* — K*) + ...
o (K¥iag — K*)] X L) = K*y X L¥*
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para i =0,1,...,I — 1. Estas somas iniciais dispdem-se em se-
quéncia crescente com (I +J + 1) termos todos pertencentes a
classe P, com primeiro termo igual a P e com tultimo termo igual
a Q; sdo tais que a férmula 30) reduz a diferenca entre qualquer
termo posterior ao primeiro e o seu antecessor ou a forma

(K*xK**j,y) — (K¥XK¥;) =
= K* X (K¥;,, — K*¥)eP (j = 0,1,...,T— 1)
out a forma
(K*s X L¥*) — (K% X L¥*) =
= (K¥iy — K¥) XL**eP(i=0,1,...,I1—1), c.q.d.

Observagdo. Se a familia T deixar de ser finita, entdo — mes-
mo que se tenha o caso mais acessivel, o duma familia numera-
vel — a tentativa de salvaguardar o teorema 31 levar-nos-ia a uma
relacdo do tipo da férmula 59) em que os membros segundo e
terceiro teriam cada um uma infinidade numeravel de factores e
assim, ressalvados certos casos de degenerescéncia, o desenvolvi-
mento ulterior esbarraria com complicagbes relativas a poténcia
do conjunto formado pelas parcelas f+ e, na hipétese de poder
prosseguir, ultrapassaria a condicio de cadeia dum semianel (a
qual consente apenas um ntmero finito de elos).

Exemplo 60. Suponhamos que o espago @ ¢ o produto dos
espagos ©; = {1,2} e ©; = {1,2}, produto este a que a férmula 28*)
Q Q

atribui 4 pontos, e admitamos que K1y =2 ' e K> = 2 ?, duas clas-
ses estas que o exemplo 39 institui em &dlgebras-c maximas e logo
em algebras, que o resultado 53c) institui em anéis e que o resul-

+ A relagdo 6bvia K*xK**; = K*xL** permite considerar o termo
de charneira, o termo mimero J + 1, indiferentemente como termo do mes-
mo tipo dos anteriores ou como do mesmo tipo dos posteriores.

++ Comparese com o texto a seguir a férmula 31).

193



tado 52c) institui em semianéis. Portanto, o teorema 31 mostra que
P={0,{(1,1)}, {(1,2)}, {(2,1)}, {(22)}, {(1,1), (1,2)}, {(2,1),
(2,2)}, {(1,1), (2,1)},{(1,2), (2,2)}, @} é um semianel, o qual apre-
senta 10 conjuntos, ndo é nenhuma dlgebra-oc por causa do coro-
lario 18, também nédo é algebra por causa do exemplo 38 e nem
sequer ¢ anel por causa do exemplo 34. — Caso queiramos inter-
pretar a classe P° da férmula 58) como a algebra-o gerada por P,
entdo o resultado 56a) e o corolario 18’ obrigam P° a comportar
no minimo 16 conjuntos. Por outro lado, o texto introdutério do
n° 2 do § 10 confere a @ um nimero de conjuntos igual a 2* = 16.
Em face do exposto, concluimos que P° comporta precisamente 16
conjuntos e se identifica com a &lgebra-c méxima tirada de Q.

Exercicio 60. Considere o espago-produto do enunciado do
teorema 31 com N < + ® espagos-factores @, e suponha que, seja
qual for n, o semianel K, (tirado de 2.) tem uma condicdo de
cadeia em que figura um maximo de I, < + * diferengas ou elos.
Nesta conformidade, indique o niimero maximo de elos da con-
dicdo de cadeia para o semianel formado pela classe dos produtos
emanados dos Kau.

Exercicio 61. Modifique a demonstragao do teorema 31, mu-
dando de L** para L¥ o papel de destaque na passagem do segundo
membro da férmula 59) para o respectivo terceiro membro. Quan-
tas alternativas havera se passarmos do caso de dois factores para
o caso geral de N< + @ factores, com N > 2?

3. Multiplicacdo de espacos mensuraveis

Reveste-se de interesse especial o caso em que, por um lado,
cada uma das classes K: da férmula 58) é uma algebra-o tirada
do respectivo espago-factor ©: e em que, por outro lado, se inter-
preta P° como sendo a algebra-o gerada pela classe P, caso este
que assinalaremos usualmente empregando o simbolo A: para a
algebra-c K:, o simbolo A: para o conjunto genérico de K, o sim-
bolo A para a 4lgebra-s P° e o simbolo A para o conjunto genérico
de P°, Note-se que a relacdo geral P < P°, decorrente do resultado
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56a), no caso aqui considerado se costuma converter em P pro-
priamente contido em P° (compare-se com o exemplo 60).

Postas essas premissas, a férmula 58) assume o aspecto par-
ticular

A= X A (58")

teT

onde, seja qual for t, a classe A: é uma dlgebra-c de conjunto

genérico A: e onde A = P° é a algebra-o gerada pela classe P que

se compde dos produtos X A: = P possiveis. Neste contexto, cha-
teT

mamos a algebra-o A produto (transposto) das dlgebras-o A«(teT),
um produto que consideramos resultante da multiplicacdo (trans-
posta) dos factores A:, multiplicagdo essa que permite relacionar
0s espagos mensuraveis (2,4:) (teT) com o novo espago mensu-
ravel (2,4) onde, ndo o esquecamos, @ é o produto (cartesiano)
dos espacos @:(teT). Podemos consubstanciar as consideragbes
precedentes através da igualdade simbdlica

(2,4) = (X Q, X A) = X (2u40), (60)

teT teT teT

onde a parte final se baseia na convengido de considerar o primeiro
membro como produto (transposto) dos espagos mensurdveis do
ultimo membro, estes instituidos em factores cuja multiplicacdo
(transposta) conduz ao primeiro membro.

Posto isso, vamos ver como as decomposi¢cdes acompanham
a multiplica¢do de espacos mensuraveis. Temos o

Teorema 32. «Dados os espagos mensuraveis (Q,4.) (n =
=1,2,...,N< + ®), suponha-se que, seja qual for n, a classe D.
de conjunto genérico As,_ (pa = 1,2,3,...) é uma decomposicdo
do espago mensuravel (@n,4.). Entdo, a classe formada pelos pro-
dutos Ajp, XAzp, X ... XAy, possiveis fica instituida em decom-
posicdo do produto dos espagos mensuraveis dados, a qual sera
irredutivel se e sé se for irredutivel cada uma das decomposi-

9665 Dn.)}
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Demonstragdo. Atendendo a definicao de decomposicdo dum
espaco mensuravel, temos, seja qual for n, a relagdo Q, = s Kosvi
P n

onde O, propriamente contido em Axp e4a(pa = 1,2,3,...). Entéo,
a férmula 31') da

0= X (Rhup) =, % (Aug XAsp, o X B, (61)

I'DZ’“"

onde nido ha nenhuma parcela vazia no tltimo somatério e onde,
além disso, a definicdo da classe P e o resultado 56a) mostram
que cada parcela do ultimo somatério pertence a P° = A. Con-
cluimos assim que a classe D formada pelos produtos referidos
no enunciado € efectivamente uma decomposi¢cdo do espaco men-
suravel (Q,4) da férmula 60).

Suponhamos agora que uma das decomposigdes D, é redutivel,
o que acarreta que ao seu indice n correspondam um inteiro pa
e um conjunto A’y eAn tais que On propriamente contido em A%,
propriamente contido em Ax, . Entdo, o teorema 6 e o corolério 6’
ddo a relagido

- . »
O propriamente contido em Al,pl X.ooXAnp X... XAN.pN
propriamente contido em Ayp X  XAnp X... XAy, .,
onde os produtos envolvidos pertencem todos a A.

Concluimos assim que D é uma decomposicdo redutivel de
(92,4). Logo a nossa demonstragao ficara completada se conseguir-
mos provar que a irredutibilidade de D decorre da irredutibilidade
de todas as decomposi¢des Da.

Ora, se as D. forem todas irredutiveis, o teorema 14 d4, seja
qual for n e seja qual for AneAs, a relagdo AweS», onde S, designa
a classe das somas extraidas de D.. Entdo, qualquer produto X A.eP

n

sera um produto de somas parciais em relagdo ao segundo membro
de 61) e, por isso, sera uma soma parcial do tltimo membro de
61); por outras palavras, vale a relacdo P < S, onde S designa a
classe das somas extraidas de D. Portanto, os resultados 56c) e b)
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N

e o teorema 14 conduzem & relacdo A< S. Como o teorema 14
assegura a relacdo S < 4, resulta S = A e assim resulta a irredu-
tibilidade de D, c.q.d.

Exemplo 61. Se a familia T deixar de ser finita, entdo — mes-
mo que se tenha o caso mais acessivel, o duma familia numeravel —
a tentativa de salvaguardar o teorema 32 levar-nos-ia a uma relacio
do tipo da férmula 61), em que o segundo membro teria uma in-
finidade numerével de factores e assim, ressalvados certos casos
de degenerescéncia, o dltimo membro teria um conjunto de par-
celas com poténcia transnumeravel, de modo que essas parcelas
nio poderiam ser os elementos duma decomposicio de (Q,A).
Eis uma das razdes por que € pouco acessivel o estudo aprofundado
dos produtos de espagos mensurdveis com uma infinidade de
factores. — Pode ir-se um pouco mais longe afirmando que, no
caso de haver uma infinidade numeravel de espagos-factores e
ressalvada a hipétese de haver apenas um numero finito de fac-
tores (Q.,4.) dotados de decomposicbes Dn = {Q.} ou seja de
decomposicdes com mais de um elemento, debaixo deste condicio-
nalismo, (2,4) n3o pode admitir nenhuma decomposicdo irredu-
tivel, T isto mesmo que se aceitem elementos de decomposicdo que
nio sejam exclusivamente parcelas do ultimo membro dalguma
férmula 61) seleccionada para o efeito. Pois, se uma tal decom-
posicéo irredutivel existisse e se a designdssemos por D, podiamos
partir de decomposicdes D. dos (Qa,4x) que (& laia da observagéo
que precede o exemplo 8) conduzissem a um ultimo membro de
61) com uma infinidade transnumeravel de parcelas PzA; cada
uma dessas parcelas P seria uma soma nio-vazia e extraida de D,
duas parcelas P distintas entre si exigiriam o recurso a duas somas
disjuntas entre si e ambas extraidas de D, a infinidade transnu-
meravel de parcelas P (acima citada) consumiria uma infinidade
transnumerivel de conjuntos pertencentes a D e cairfamos em
contradicio com a definicio de decomposicio dum espagco men-
suravel.

+ Claro que a impossibilidade alegada nfo surge quando se conserva
o espago & do texto e quando se isenta a correspondente dlgebra-o 4 de ser
da forma referida na igualdade 60). Veja-se o exemplo 41 onde @ pode ser
um produto de infinitos factores e onde D = {A,A™} é sempre uma decom-
posigao irredutivel de (2,4).
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Exercicio 62. Dados os espagos &1 = {1,2,3} e Q, = {1,2,3,4},
considere as classes elementares G; = {{1}} e G2 = {{1,2}} e as
algebras-c G% e G? geradas por elas, a primeira tirada de ©, ¢ a
outra tirada de Q,. Em seguida, forme decomposi¢Ges irredutiveis
dos espagos mensuraveis (21,G3) e (22,G3), deduza delas uma de-

composicao irredutivel do produto (©,4) = X (2a,G%) e apro-
I<ng

veite a decomposicdo deduzida para formar todos os conjuntos
de (Q,A).

4. Casos de associatividade da multiplicacdo de classes

Em seguida, vamos generalizar a posicdo assumida no n.° 3,
libertando as classes nédo-vazias K. (da férmula 58)) da imposicédo
de serem 4lgebras-¢; mas continuamos a interpretar a classe P°
da férmula 58) como sendo a dlgebra-o gerada pela classe P com-
posta dos produtos emanados das classes K, dlgebra-o essa que
assinalaremos usualmente empregando o simbolo A para ela e
o simbolo A para o seu conjunto genérico. Por outro lado, vamos
particularizar supondo que os factores do espago-produto @ sdo
espagos @, (n = 1,2,3,...) formando uma sequéncia ou, em certos
casos, formando uma sucesséo.

Nesta conformidade, a multiplicacdo (transposta) das classes
K, de conjuntos genéricos Kn < @, € supostas em niimero superior
a 1, sera considerada uma operagdo associativa se e sé se, escolhido
arbitrariamente um espago-produto parcial @* = X Qu — com n*

n¥
a percorrer valores consecutivos de n em nimero igual ou superior
a 1 —, o produto (transposto) X K. for insensivel a substitui¢do
n
dos factores K. tais que n = n* pelo correspondente produto
parcial X K+ Claro que esta defini¢do de associatividade nio
n¥

imp&e coisa nenhuma quando todo o n for um n*, mas impde
exigéncias nas demais hipéteses, incluindo o caso de haver um
tnico n*, caso este em que a classe Ku+ ¢ em geral diferente da
algebra-c K°, coincidente com o produto cujo tmico factor é Kas
(veja-se o fim do n.° 1 deste paragrafo).
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Postos esses preliminares, temos o

Teorema 33. «Dados os espacos-factores Q., formando uma
infinidade numerével ou em numero finito superior a 1, faca-se
corresponder a cada n uma classe néo-vazia K, de conjunto gené-
rico K. € Q.. Entéo, a algebra-e igual ao produto X Ka corres-

n

ponde a uma multiplicacdo de classes que terd a propriedade
associativa sempre que, seja qual for n, o espago &, for um con-
jul’lto KnSKn.»

Demonstragdo. a) A algebra-c A = >< K., transcrita da fér-
mula 58), é gerada pela classe P composta dos produtos X K, = P

possiveis, produtos esses que a escolha de quaisquer valrcl)res con-
secutivos n* assumidos por n, valores esses em numero igual ou
superior a 1, e a associatividade da multiplicacdo (cartesiana) de
conjuntos, essa admitida em a) do n.° 3 do § 7, permitem escrever
sob a forma P=( X Ki)X(X Ku)X( X Ki), onde o simbo-

n<nk ik n>n¥

lismo n <n* [ou> n*] refere que se devem tomar simultanea-
mente os valores de n inferiores [ou superiores] a todos os n*
escolhidos e onde o primeiro ou o terceiro produto parcial pode
falhar sem que possam falhar ambos, isto porque os n* podem
ser nameros n iniciais ou ndmeros n finais e nunca podem ser
todos os niimeros n (caso este em que nada haveria para demons-
trar). Aqui vamos prosseguir, admitindo a hipétese mais compli-
cada em que ndo falha nenhum dos trés produtos parciais e con-
vidando o leitor a introduzir as simplificacdes adequadas aos casos
em que se verifica a hipé6tese oposta. Por outro lado, a demons-
tracdo serd conduzida por forma que se adapte a generalizacdes
a introduzir posteriormente.

b) A algebra-¢c A = X Ko tem conjunfo genérico digamos A
e é gerada pela classe P ::z)mpdsta dos produtos X Kus = P possi-
veis. Entéo, a associégﬁo dos factores K. de A n':gais que n = n*
conduz a uma classe Q composta dos novos produtos ( X K,)X

n<n¥

xAx( X Ka)=Q possiveis, classe essa que gera uma algebra-o
n>n¥
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Q°. Nesta conformidade, a tese do enunciado € equivalente a igual-
dade A = Q° (nio se esquega a arbitrariedade da escolha dos valo-
res consecutivos n*).

¢) O resultado 56a) e a defini¢do de A ddo a relagdo P<Pe =
= A4, pelo que o confronto entre as expressdes dos produtos gené-
ricos P e Q conduz a nova relacio P £ Q, a qual implica, aten-
dendo ao resultado 56c), que se venha a ter 4 = P° < Q°. Portanto,
a nossa demonstracdo ficara completada se conseguirmos deduzir
a relagdo Q° <

d) Até agora tirdmos de @ = X Q. duas classes geradoras

n
de 4lgebras-o, nomeadamente a classe P formada pelos produtos

(% Kn)X(xKn*)X( X Ka) =P

nnk n>nk
e a classe Q formada pelos produtos

( X Ka)xAx( X Ka) =0Q

ngnk n>n#*
Posto isso, vamos introduzir mais trés classes, nomeadamente :

a classe C formada pelos produtos

( X Q)><(><Kn*)><( X @) =0C

n<o#* n>n¥

a classe D formada pelos produtos

( X Q)xAX( X @) =D

n<nk n>n¥
a classe E formada pelos produtos

(% Kn)><(>< Q)X ( X Ky) =E

n<n¥ n>n#
Todos os (conjuntos-)produtos envolvidos estio contidos em
Q, os conjuntos C e D sdo cilindros com base em Q* = X Q.4 € os

nk
conjuntos E sdo cilindros de geratrizes paralelas a ©*. A hipétese
Qu¢K, para cada n, admitida no enunciado, introduz as relagdes
C<Pe EZP, as quais implicam C< A e E < A. Por outro lado,
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se utilizarmos o simbolo * para classes marginais tomadas em Q*%,
as convengdes relativas a C, D e A e a férmula 57) conduzem as
relagées D* = A e (C°)* = (C*)°= A, donde a nova relagdo
(C°)* = D*, Como héa correspondéncia biunivoca e reciproca entre
cilindros e as respectivas bases, concluimos que se verifica a igual-
dade C° = D, a qual, atendendo a C < A e aos resultados 56¢) e b),
implica a relacdo D < A, que sera o esteio da parte final desta
demonstracdo. Para ja, as propriedades da interseccdo e a igual-
dade da férmula 33) permitem desenvolver o conjunto genérico da
classe Q como segue:

=[X (ﬂnAKn)]X[Q*AA]X[ X (@2 A Ka)] =

n<n¥
= [( ><<*9n)A( ><< Kn)] ><[AA(>< Qn*)]x[( xﬂn)A( >< Kn)]—-
= [( f*m)XAX( X Qa)] A [( ><< Kn)><(>< Qus) X
X ( >§*Kn)] =DAE.

Este resultado, as relagbes ja vistas DL A e EXA e ainda
o corolario 10’ mostram que vale a relagio Q < 4, a qual implica
a nova relacdo Q°< 4, c.q.d.

Observacdo. No decurso da demonstragdo do teorema 33
utilizaram-se os simbolos 4, P, P e A, com o sinal ~ em lugar do
sinal *, para evitar a eventual confuséo com as projecgdes de 4, P,
P e A sobre O* = >< Qn+ (compare-se com o principio do n° 1 do

§17).

O teorema 33 admite o importante

Corolario 33’. «<Dados os espagos-factores €., formando uma
infinidade numerével ou em ndamero finito superior a 1, faga-se
corresponder a cada n uma algebra K, tirada de Q.. Entéo, a alge-
bra-¢ igual ao produto X Ka corresponde a uma multiplicacdo

n

de classes que tera sempre a propriedade associativa. Em adita-
mento, se cada classe K» for uma algebra-c An, a associatividade
da multiplicacdo dos 4. ndo sé subsiste mesmo que haja um sé
espago-factor, como também se transmite em todos os casos a
multiplicagdo dos espacos mensuréveis (Qn,4n).»
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Demonstracdo. O caso das algebras resulta do teorema 33 e
do facto de qualquer algebra admitir o respectivo espaco como
elemento estabilizador (veja-se o principio do n.° 4 do § 11). Por
outro lado, se houver mais do que um espago-factor, o caso das
algebras-c é apenas particular em relagdo ao caso das algebras e,
se houver apenas um espaco-factor, a unica édlgebra-c dada é asso-
ciativa por coincidir com a &lgebra-c gerada por ela, quer dizer
com o produto cujo unico factor ¢ ela prépria. Posto isso, falta
apenas tratar da parte da tese que diz respeito a multiplicacdo
de espagos mensuraveis.

O espaco mensuravel (Q,4) = X(Qn,An) = (XQD, XAn) trans-

crito da férmula 60), resulta duma multlphcagao de espagos men-
surédveis, a qual € obviamente associativa se houver apenas um
factor e para a qual falta justificar a associatividade nos demais
casos. Ora, se escolhermos arbitrariamente valores consecutivos
n* assumidos por n, um ou mais valores sem serem todos os n:
vamos designar eventualmente por 1,...,2—1 os numeros n infe-
riores a todos os n* e por 8 + 1,8 + 2, ... os nimeros n superiores
a todos os n*; vamos descontar as simplificagbes adequadas a
eventual auséncia dum desses agrupamentos de ntmeros n dife-
rentes de todos os n*; vamos tomar em conta a definicio de
espaco mensuravel igual a um produto (transposto) de espagos
mensuréaveis, a associatividade da multiplicacdo (cartesiana) de
conjuntos e a associatividade da multiplicacdo (transposta) de
dlgebras-c conducente a uma algebra-c. Obtemos o desenvolvi-
mento +

X (@n,An) = (X ... XQ_ X (X Qo) X Qp, X,

n ¥

A% KA X (X Aw) X A% L) = (Qud0) X % (0, A, ) %
n¥

X Qus, X An X (Q , ><,
(zf n¥, 35 "‘) ( g+ Aﬁ+1 )

+ Em seguida, usamos o simbolo X colocado entre as representagGes
de dois entes matemdticos para assinalar que esses entes devem ser ligados
pela operagio da multiplicagdo transposta.
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logo a igualdade

(X Qn*, >-< An*) = >.< (\Qn*,An*),
n¥ n¥ m¥

transcrita da férmula 60) se houver mais do que um n*, prova
a associatividade da multiplicacio de espagos mensuraveis  nos
casos que faltava considerar, isto se interpretarmos a dita asso-
ciatividade nos mesmos moldes da sua homdloga para classes,
c.q.d.

Observagio. O teorema 33 e o coroldrio 33’ valem também
quando houver uma infinidade transnumerdvel de espagos-factores
Q.(teT), de classes ndo-vazias K« com conjuntos genéricos K(<Q.eK;
e, eventualmente, de espagos mensuraveis (2:4:). Com efeito, a
demonstracdo do teorema 33 serve desde que se substitua n por t,
se forme um «bloco» central com determinacées t* do indice t,
se invoque a associatividade em sentido lato da multiplicagio
cartesiana (referida a seguir a férmula 37)), se ponha t < t*[ou
> t*] para as determinagbes de t anteriores [ou posteriores] a
todos os t* e, por fim, se recorra a férmula 37) em lugar da
férmula 33). Em seguida, a demonstragdo do coroldrio 33’ tam-
bém serve desde que se substituam n por t, n* por t* e os mime-
ros 1,...,ea—1Jou 8+1,8+2,...] pela determinacdo genérica
t’ [ou t”] do «bloco» inicial [ou terminal] formado pelas deter-
minacdes t < t¥* [ou > t¥].

5. Produto dum numero finito de classes geradoras arredondadas

Posto isso, vamos chamar a uma classe geradora duma alge-
bra-c classe geradora arredondada se e sé6 se lhe pertencerem con-
juntos que formem uma subclasse intransnumeravel e que tenham
unifo igual ao respectivo espaco.

As classes geradoras arredondadas aqui definidas generalizam,
obviamente, as classes do género referido no enunciado do teore-
ma 33 (interpretadas como classes geradoras de algebras-¢). To-
davia a associatividade ai enunciada subsiste desde que se limite
o nimero de espagos—factores. Com efeito, temos o
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Teorema 34. «Dados os espacos-factores Qn, em nimero finito
e superior a 1, faga-se corresponder a cada n uma classe K. que
possa ser considerada geradora arredondada duma élgebra-s. En-
tdo, a algebra-o igual ao produto X Ka corresponde a uma multi-

n
plicacdo de classes que terd a propriedade associativa.»

Demonstracdo. Serve a demonstracdo do teorema 33, com a
tnica diferenca que as relagbes C < A e E < A, referidas na alinea
d), deixam de ser quase imediatas e passam a necessitar de jus-
tificacio mais alongada. Ora, se designarmos por 1,...,e—1 os
ntimeros n < n*, por a,...,8 os numeros n do tipo de n* e por
B +1,8+2,...0os nimeros n > n*, primeiro a hipdtese de existirem
(para cada n) conjuntos Ku,p eKa(pn = 1,2,3, ...) tais que ¥ Ka, =

n

= Q, e depois o recurso a férmula 31), serapre em casos que asse-
gurem um segundo membro com (operagéo de) unifo intransnu-
meravel, sdo incidéncias que permitem, com apoio no corolario
10°, desenvolver os conjuntos genéricos CeC e E:E como segue:

C = [(ZKl,pl)x...x(pV K
1 1

a~

a—l,pa—l)] X [ii KD*] X

x[(pV KB+1,P )x(pv KB+2,D yX] =

B+l B+l B+2 B+2

= v [(Klyp X XKoo )X

PP P P
1 a1 B+l B+2 1 a-1

X (X Kut) X (K x K X...)]eP° = A;

B+,p B+2,p
B+ B+2

n>n¥

E=[X K]*x[(J K,

n<n%

)X X (Y Ky, )X X Kl =
B 8

a

Pa,--.;P n>n*

=V (X Ka)x(K,, X..XK, ) X( X Ka)leP° = A
B n<n* a B

Logo C<AeE<A, c.q.d
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Uma consequéncia sensivelmente imediata do teorema 34 € o

Corolario 34". «Com os mesmos dados do teorema 34, as clas-
ses arredondadas K. em nitimero finito e as 4lgebras-c K9 por elas
geradas satisfazem & seguinte igualdade entre produtos de classes:

>.< Kn = >-< Kg-»
n n

Demonstracdo. Notando que qualquer algebra-oc é uma classe
geradora arredondada de si prépria, basta aplicar a propriedade
associativa do teorema 34 primeiro a substituicio do factor K;
pelo produto com o tnico factor K, depois a substituicdo do factor
K. pelo produto com o unico factor K, etc., e, por fim, & substi-
tuicdo do ultimo factor K» pelo correspondente produto com um
s6 factor.

Exemplo 62. Dados os espagosfactores @, = {1,2} (n = 1,2,3)
e dadas as classes elementares K. formadas pelos conjuntos ele-
mentares Ko = {1} € Q,, nfo sé a férmula 28”) da a classe P
formada pelo tnico produto {1}x{1}x{1} = {(1,1,1)} =P, como
também a férmula 58) e o exemplo 43 conduzem a algebra-c 4 =

= 1<>;<<3 K» = {0,0,P,P~}. Por outro lado, recordando a nota a de-
monstragdo do corolério 33’, podemos escolher o espaco marginal
o* = @, xQ, = {(1,1), (1,2), (2,1),(2,2)}, a classe P formada pelo
tinico produto {1}x{1} = {(1,1)} = P< 0%, a dlgebra-c 4 = K; %
%Kz = {0*0*P P} ¢, em seguida, a 4lgebra-c (K; %K) X Ks = AX
X K3, esta gerada pela classe que se compde dos 4 produtos O*x{1}=
=0,0*x{1} ={(1,1,1),(1,2,1), (2,1,1), (22,1)}, Px {1} = {(1,1,1)}
e P-x{1} ={(1,2,1), (2,1,1), (22,1)}. A tltima algebra-s é tirada
de @ = QXQ, X Q; e é tal que o correspondente espaco mensuravel,
atendendo ao teorema 16, fica com a decomposicdo irredutivel
D= {50} {(1,2,1), (2,1,1), (2,2,1)}, {(1,1,2), (1,2,2), (2,1,2),
(2,2,2)}} e assim fica com 2* = 8 conjuntos, isso atendendo ao
teorema 18. Reconhecemos entdo que

(RiXK3) X Ky Ki X K. X K
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o que, em face do teorema 34, sé é possivel por haver classes-fac-
tores que ndo sdo classes geradoras arredondadas.

Exercicio 63. Dados os espagos-factores & = {1,2,3} (n = 1,2),
a classe elementar G; formada pelo conjunto elementar {1} <,
e a algebra-o A; = {0,2,,{1},{1}"} tirada de Q,, designe por A,
a algebra-s G gerada por G: (que ndo é classe geradora arredon-
dada) e mostre que a propriedade associativa da multiplicacido
de classes falha neste caso, quer dizer que falha a igualdade entre
produtos de classes GiX A, = A; X 4;. Quantos conjuntos hd em
cada um dos produtos referidos?
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§ 19 — COMPLEMENTOS A MULTIPLICACAO DE CLASSES

1.  Produto dum numero finito de algebras

Um caso particular importante da multiplicacdo de classes
conducente a uma algebra-oc é o caso em que os factores sdo todos
4lgebras e formam uma colecgio intransnumeravel. Mais tarde
veremos que o caso em causa é basico para o estudo da chamada
multiplicacido de medidas formando uma infinidade numerivel
ou em numero finito e superior a 1. Para ja, vamos considerar
separadamente dois subcasos, o da multiplicagdo dum numero
finito de algebras e o da multiplicagdo duma infinidade numeravel
de 4lgebras. Para comegar, vamos lembrar o corolario 33’ e vamos
juntar o

Teorema 35. «Dados os espacos-factores Qn, em numero finito
e superior a 1, faga-se corresponder a cada n uma algebra K. de
conjunto genérico Kn € Qn. Seja K a classe dos conjuntos, contidos
em X Q., que podem obter-se somando um nimero finito de pro-

n
dutos X Ka. Entdo, K é uma algebra geradora da algebra-s igual

ao produto X Ka.»
n

Demonstracdo. Seja P a classe formada pelos produtos X K,
possiveis e seja A a dlgebra-s P° = X K. da férmula 58). Entio,

a definicdo da classe K e o resultado 54b) mostram que P < K € A,
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Logo o resultado 56d) prova que a algebra-c K°(gerada por K)
se identifica com a 4lgebra-o A. Nesta conformidade, sé falta pro-
var que a classe ndo-vazia K ¢ uma algebra, coisa esta que faremos
por uma forma que facilite a adaptagio ao caso da multiplicagio
duma infinidade numeravel de algebras.

Sabemos que n percorre valores naturais e consecutivos
1,2,...,N <+ @, Posto isso, escolhidos arbitrariamente Q < +
produtos X Kiq(q = 1,2, ... ,Q) tais que, seja qual for n, o factor

n

Ka.,qeKn para cada g, entdo a convengao
S - K(X Kn,q),

a férmula 9a), o recurso ao exemplo 12 sucessivamente para q =
=1,2,... Q, a substituicdo de Aup, por Knep,,, as convengoes
Kng1 = K] €Kngz2=Knqea férmula 31*) — com pu,q em lugar

de pa(n = 1,2, ... ,N) e com 3* que omite a parcela correspondente
a pig = ... = Png = 2— so incidéncias que conduzem 2 relacéo

S™ = “} (X Kn,a)™ =

n

=A[  3* K X...xK )1,

q Igpl,q""'pN,qu Iyq,pl,q N,Q;PN,Q
onde, sejam quais forem n e q, vale Ki,q2 = Kn¢Ka e, atendendo
a definicio de algebra, vale também Kuqe1 = K eK.. Entdo, a
férmula 13’), a convengdo de 3** omitir os Q jogos de indices
PLi= ... = PNt = 2,...,P1e = ... = Pne = 2, a férmula 33), a pro-
priedade 53b) das algebras e a definicdo da classe K conduzem
a nova relacgéo

S™ = Sk [(Kyp X...XKypp )AL
1,1 N1

<p, 1eee 2
1\91’1 ’pN,l, ’pl,Q,’ ’pN,Q\

A X X =
(Kl.q,pm KN,Q,pN,Q)]

— Sk . A AK X
3 < [(Kl,l,p!’1 m,pw)

TTILD, el D e
\pl,].’ ,pN,l’ ’pl,Q’ ’pN,Q

e X (KN,l,le A A KN,Q,pNQ)]SK. (62)

’ H
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Nesta conformidade: como qualquer conjunto KeK é um
conjunto S especial em que a unido de produtos tem a particula-
ridade de ser uma soma, entdo a associatividade e a comutativi-
dade da unifo mostram que, escolhidos arbitrariamente conjuntos
pertencentes a K e em numero finito, a sua unifo ¢ um dos con-
juntos S e, consequentemente, tem o complemento S~=K. Logo,
por um lado, o caso de haver uma sé parcela na unifo referida
em ultimo lugar faz com que KeK implique K~¢K ¢, por outro
lado, o caso de haver duas parcelas na dita unido faz com que K’sK
e K”eK implique (K’VK”)7¢K, donde K’VK"” = [(K’YK”)~]":K.
Fica assim provado que a classe K cumpre com as exigéncias da
definigdo duma &lgebra, c. q.d.

Exercicio 64. Calcule o nimero de parcelas de cada um dos
somatérios da férmula 62) contando, para o efeito, com as par-
celas eventualmente vazias.

2. Produto de algebras dispostas em sucessio

Mesmo que o somatério da férmula 62) se adapte ao caso
de haver infinitos valores n, a inferéncia S =K deixa de ser vélida.
Por isso, o caso duma infinidade numeravel de factores K. coin-
cidentes com &lgebras tem de ser tratado por uma via diferente
da anterior, a qual, vélo-emos, exibe a curiosidade de recorrer
apenas a produtos com um ndmero finito de factores Ki, desde
que se abstraia de factores iguais aos respectivos espacos Qa.

Temos o

Teorema 36. «Dada uma sucessio de espacos-factores @, (n =
= 1,23, ...), faca-se corresponder a cada n uma &lgebra K, de
conjunto genérico K, < Q.. Seja K a classe formada pelos conjun-
tos, contidos em X ., que podem obter-se somando um ntimero

n
finito de produtos X Ka especiais, a saber sujeitos a condicio de
n
cada um deles admitir apenas um ntimero finito de factores Ka 5=
# Q.. Entdo, K é uma 4lgebra geradora da 4lgebra-o igual a X Ku.»
n
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Demonstrag¢do. Comecemos por notar que cada K. é uma
algebra, pelo que Q.eKy e OneKy, isto para cada n. Agora, escolhidos
arbitrariamente Q < + ® produtos X Kaq(q = 1,2, ...,Q) especiais,
de acordo com a condicdo posta no enunciado, tem-se, seja qual
for o niimero natural n, a relagdo Ku,.eKn para cada q e, seja qual
for q, a relagdo Kuq = Q. para n > N(q) (com N(q) natural e de-
pendente da escolha de q). Se fizermos sup N(q) = N, sera N finito

q
e ter-se-d, seja qual for q, a relagdo Kiq = @n para n > N. Pondo
agora

S ZZ(X Kn,q),

ou vale N =1 e S coincide com o espago-produto X Q. = Q ou

vale N > 1 e a propriedade associativa da multiplicacdo de conjun-
tos permite escrever

S =V [KiaX... X Kege X ( X )],
>N
onde S ¢ um conjunto do género usado na demonstracio do teo-
rema 35, conjunto esse nic sé contido no espacgo-produto Q@ =
=X ... XQny X Q' através da convencdo @’ = >>< Q,, como tam-
bém dotado da particularidade de todos os (3/1;actores Kyg =
= K’, € @' coincidirem com €’. Posto isso, o caso N = 1 da direc-
_ tamente S™ =0~ = 0;x( ><I Q.)eK. Por outro lado, o caso N> 1
da uma férmula decalcad:?de 62), onde o tultimo factor da parcela

genérica do terceiro membro pertence a classe {00’} tirada de ©@’,

ou por ter conjuntos secantes todos iguais a ' — coincidindo
entdo com @’ = X @, — ou por ter algum conjunto secante igual
>N
a '~ = 0’ — coincidindo entdo com O’ = OxX( X ©.). Em qual-
.. b>N

quer dos casos, reconhece-se assim que S7¢K e a analise pode
prosseguir nos termos da demonstracdo do teorema 35, com K,
K, K’ e K” substituidos respectivamente por K, K, K’ e K”. Nesta
conformidade, concluimos que a classe ndo-vazia K cumpre com
as exigéncias da definicio duma 4lgebra.
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Chegados a este ponto, sé nos falta provar que a algebra K
é geradora da 4lgebra-c X K, = A = P° gerada pela classe P que
se compde de todos os pr:)dutos X Kn = P possiveis (mesmo que
deixem de ser especiais). Ora, a ndefinigéo do conjunto genérico
KeK, como soma de produtos P especiais e em nimero finito,
mostra que K < 4, pelo que os resultados 56c) e b) conduzem
a K° < A, s6 restando deduzir a relacdio oposta A < K°.

Escolhidos arbitrariamente conjuntos KneKn, um por cada n,
entdo, seja qual for n, o cilindro ©;X ... X2,y XKnXQui X ... de
base Ku pertence a K, pelo que a férmula 44) e o resultado 54b)
mostram que X Ko = A (Q;% ... X Qg X Ko X Quu1 X ...)eK°. Conclui-
mos que P < IZ"T donde A < K° c.q.d.

3. Corte num produto de algebras-o e base dum produto
de algebras-o

Vamos prosseguir este paragrafo, examinando o relaciona-
mento entre as operagdes estudadas no § 18 e as estudadas no § 16
e no § 17. Em primeiro lugar, temos o

Teorema 37. «Dados o espaco-produto X Q¢ =, o produto
parcial X Qu = Q¥ 4Q e 0 espago Q** margin;I de Q com respeito
a Q% fagt:*a-se corresponder a cada t uma algebra-s A: tirada de Q;
e escolha-se arbitrariamente um ponto «**:Q** Entdo, a dlgebra-¢
[ou o espago mensuravel] igual ao produto X A [ou X (QuA )1
é cortada [ou cortado] por »** segundo a élgébra-a [out O espago
mensuravel] igual ao produto parcial >t.<*At* [ou >t§‘ (Q,Aw)] >

Demonstracdo. a) Para comecar, a relacdo 49a), devidamente
adaptada, mostra que 2/o** = Q* Por outro lado, ndo s6 a

relagio 60) dd X (2,4 = (X @, X A:) e d4 semelhantemente

- t - t t
X (Qu,Aex) = (X Qu, X Awx), como também a definicdo de corte
tk % tk
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feito por »** no primeiro dos quatro produtos precedentes d4
( >.< (Q,4:))/ 0o* = (( X Q) /[ o® ( >2At)/(:;—**) =( Xt*Qt*,( X At)/a**),
t t t t

Em face do exposto, as duas versdes da tese ficardo provadas se
conseguirmos deduzir a igualdade entre classes (X At)/o** =
t

= >.( Agx.

tx

b) Seja qual for t, vamos designar por A: o conjunto genérico
pertencente a élgebra-c A:. Entdo, de acordo com a férmula 58),
a algebra-o A, igual ao produto X A, é a é4lgebra-c P° gerada pela
classe P que se compde dos pr<;dutos X At = P possiveis. Aten-
dendo ao corolario 10°, podemos escollier A: =@ para todo o
t = t* conservando, porém, a arbitrariedade dos conjuntos AixeAqs.
Este procedimento faz-nos cair numa subclasse C < P que é for-
mada por cilindros com base em @* e que, atendendo ao exemplo
26, é cortada por o** segundo a classe formada pelos produtos
>< A+ possiveis, quer dizer segundo a classe de produtos usual-
mente tomada para a classe geradora da algebra-s igual a >< A,
Como o resultado 56a) d4 P € A e logo C < A, a relacdo 49d) con-
duz a A/w** > C/o**, pelo que o teorema 25 (devidamente adap-
tado) e os resultados 56c¢) e b) provam que se verifica a relacdo
Alo* >< Aw. Portanto, a nossa demonstracdo fica completada

se consegulrmos deduzir a relagdo entre classes A/o** < x As.

c) Seja A a subclasse de A formada pelos conjuntos AaA tais
que A/ o ¥¥e % Aw. Ora, escolhido arbitrariamente um conjunto P:P,
t*

o exemplo 27 (devidamente adaptado) ensina-nos que o corte P/ o **
ou ¢ igual a O* < Q¥ ou é igual a >< A+ e, portanto, nunca deixa

de pertencer a algebra-c >< Aex, facto este que acarreta a relacédo
PLA,

Por outro lado, nfio sé a hipétese AeA, a relagdo 50a) e o corolério
100 ddo A~/o** = (A/a™®*)"e 25 A, como também a hipétese
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Aped (n=1,2,3,...), a relagdo 50b) e o corolario 10° dio
(VAu)/o** =V (Anf0**)e X Aw. Concluimos assim que a classe 4
cumpre com as exigénciast*da definicio duma algebra-o, além de
satisfazer a relacio P € A € A = P°. Logo os resultados 56d) e b)
conduzem a igualdade A = A° = A. Dai e da defini¢do de A decorre

a nova relagdo A/e** < >< A, c.q. d.

O teorema 37 relaciona as operagdes analisadas no §16 e
no § 18. Se quisermos comparar entre o § 17 e o § 18, entdo torna-se
oportunoc o

Corolario 37. «Considerem-se os espagos @ e Q* e as dlgebras-o
A referidos no enunciado do teorema 37. Entdo, a algebra-o [ou
o espago mensuravel] igual ao produto >< A: [ou >< (2,41)] tem
uma base em Q* que coincide com o produto parc1a.1 >< A [ou
X (Qux,Aex)] >

Demonstragdo. a) Vimos, no principio da demonstracdo do
teorema 37, que X (QunAn) = (2%, X Aw). Por outro lado, sabe-
mos, pela definigég dada a seguir ao tzorolétrio 27, que a base (em
0*) de X (2.,4:) = (2,4) é o espaco mensuravel (0% C*(4)),
onde C*(;l) é a base de C(A) ou seja da chamada subclasse cilin-
drica de A = >t< Ay, base essa que por definicdo ¢ a base da prépria

classe A. Perante o exposto, as duas versdes da tese ficardo pro-

vadas se conseguirmos deduzir a igualdade entre classes C*(4) =

= X Auw, igualdade esta que, em face do teorema 37, € equivalente
*

t
a C*(A) = A/ o**, com o**:0** de escolha arbitraria.
b) Ora a classe cilindrica C, introduzida em b) da demons-
tracdo do teorema 37, é tal que C < C(A) < A, pelo que a relagéo
49d) da, por escolha dum «**, a nova relacio C/ o ** < C(A)/o** £

< A/o**, onde, ndo o esquecamos, C/o** & uma classe geradora
da élgebra—o X Aw, esta igual a A/ o** gracas ao teorema 37. Como
1%

os teoremas 27 e 25 obrigam C(A)/e** a ser uma algebra-s, os
resultados 56d) e b) conduzem 2 igualdade C(A)/o** = A/ o **,
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Por outro lado, o exemplo 26 da C(A)/o** = C*(A) e obtemos
assim a igualdade pretendida sob a forma C*(A) = A/o™*¥, c.q.d.

Posto isso, recordemos a defini¢do de conjunto mensuravel,
dada no n.° 5 do § 11, a qual é relativa no sentido de se encontrar
vinculada ao espago mensuravel em que se trabalha. Neste con-
texto, dada a classe formada pelos conjuntos-produtos tirados
dum produto de espacos mensuraveis, pretendemos relacionar a
mensurabilidade desses conjuntos com as mensurabilidades dos
seus factores, objectivo esse que vamos alcancar por recurso ao
teorema 37 e que vamos referir através do

Corolario 37”. «Considerem-se os espagosfactores Q. e as
algebras-c A: referidos no enunciado do teorema 37. Entdo, um
conjunto néo-vazio e da forma X K:, com K. £ Q: para cada t, sera

t .
mensuravel em relagdo a (X @, X A:) se e s6 se cada um dos
t t

seus factores K: for mensuravel em relagao ao respectivo (Q:,4:).»

Demonstragdo. Vimos, em b) do n.° 5 do § 7 e um pouco antes
da férmula 35), que X K:20< X 0, = Q se e s6 se K: £ 0, < 0,
t t

para cada t admissivel. Se supusermos que, seja qual for t, o con-

junto K¢ % O; é um conjunto mensuravel A: em relacdo ao respec-

tivo (Q:,A4:), entdo X A. pertence a classe geradora da Aalgebra-o
t

X A=A e, portanto, é um conjunto mensurdvel em relagdo a
t
(2,4). Por isso, sé falta provar que a mensurabilidade de X K. =

t
= K % 0 em relacdo a (2,4) obriga cada um dos factores K¢+~ O,
a ser um conjunto mensuravel A: em relagdo ao respectivo (Q,4:),
prova essa que faremos por redugdo ao absurdo.

Suponhamos entdo que O %4 K:eA. Se existisse uma determi-
nagdo r do indice t tal que K ¢A7, igualdvamos o espago ©* do
teorema 37 ao produto com o factor tnico 2, pelo que o dito
teorema 37 dava A/s** = X A. = A, isto com qualquer o**sQ** =

t=7
= X Q. Por outro lado, o exemplo 27 (devidamente adaptado)
tsr
mostra que, escolhido um o**e X K == 0** < Q**, vale a igualdade

toir
K/e** = K . Mas, como se escolheu Ke4, resultava K/w**cA/o™*;

logo K eA , uma conclusdo incompativel com a hipétese K eA”,
c.q.d. :
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4. Cilindros e a factorizagéio de algebras-o

Qualquer algebra-¢ tirada dum espago-produto com mais do
que um factor da lugar a um produto de &lgebras-s tirado do
mesmo espago-produto, isto em conformidade com o

Teorema 38. «<Dada a algebra-c A tirada do espaco-produto
>t< Q: com pelo menos dois factores, o produto das bases de A nos
diversos espacos Q. é a algebra-c A’ que € gerada pela classe que
se compde de todas as interseccbes da forma zt\ C:, onde, seja qual
for a escolha de t, o simbolo C: representa o cilindro genérico
pertencente a A e com base em Q:.»

Demonstragdo. Sabemos, pelo corolario 27°, que A tem base
A: em qualquer um dos Q¢, base esta que é uma algebra-s, cujo
conjunto genérico vamos designar por A:. Ora, seja qual for t,
hé correspondéncia reciproca entre os A: e os cilindros C:eA com
base A:. Logo a definicdo de produto de algebras-s e a férmula 44)

mostram que a algebra-c X A: = A’ é gerada pela classe dos con-
t

juntos X A¢ = A C: possiveis, c.q. d.
t

Observagdo. Comparando o coroldrio 37" com o teorema 38,
vé-se que o significado dos simbolos A e A: ficou alargado no sen-
tido de cada A¢ se constituir numa base de A, mesmo que nio
seja um factor de A.

Posto isso, vamos examinar mais de perto as algebras-c A
e A’ = X A referidas a propésito do teorema 38.
t
Em primeiro lugar, vamos referir o chamado teorema de

caracterizacdo (e unicidade) da factorizacdo duma dlgebra-c em
dlgebras-c ou seja o

Teorema 39. «Dada a algebra-o A, definida no espago-produto
X ©¢ (com dois ou mais factores) e factorizével em algebras-c A;

t

tiradas dos Q:, entéo verifica-se a igualdade entre A e a algebra-
A’ do teorema 38 e, além disso, ndo existe qualquer outra factori-
zacdo de A em dlgebras-o tiradas dos Q:.»
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Demonstracdo. A hipétese A = X A; e o coroléario 37’ (devi-

t
damente transcrito) implicam que, seja qual for a determinagéio ~
do indice t, a base A_de A em ©_coincida com >< A, = A (veja-se

o fim do n.° 1 do § 18). Nesta conformidade, obtemos a igualdade

A = XAt ><A’_A (63)

ou seja a igualdade correspondente a primeira parte da tese. Ndo
sé concluimos que os factores de A sio as suas bases nos espagos
Q:, como também esta caracterizagio dos factores de A prova a
unicidade da factorizacdo que estd em causa, c.q.d.

Partindo do teorema 39, é facil chegar ao seguinte critério
de factorizabilidade :

Corolario 39’. «Dado o espaco-produto @ = >t< Q¢ com pelo
menos dois factores, entdo qualquer algebra-c A tirada de Q serd
factorizavel em algebras-s tiradas dos Q: se e s6 se A for igual a
algebra-c A’ gerada pela classe das interseccbes da forma AC,
onde, seja qual for t, o simbolo C: representa o cilindro genérico
pertencente a A e com base em Q¢.»

Demonstracdo. A condicdo necessiria e suficiente do enun-
ciado ndo é senfio a igualdade A’ = A da férmula 63). A necessi-
dade da condicdo foi vista no teorema 39. Por outro lado, caso
se verifique a igualdade referida, obtemos a relacio 4 = A’ = X Ay

t
e fica assegurada a factorizabilidade que estd em causa, c.q.d.

Observagdo. Caso haja um conjunto-produto ndo-vazio que
pertenca a A e que ndo seja da forma 4 C., com C:zA para cada ¢,
entdo o corolario 377, aplicado ao espaco mensuravel (Q,4’), im-
pede que se verifique a igualdade A’ = A. Que esta igualdade pode
falhar mesmo sem o impedimento referido, é um facto que o leitor
pode comprovar se examinar o caso em que & = {12} (t =1,2),
em que o espago Q =Q; XQ; e em que a algebra-c A = {Q,OQ,A,A‘},
nas trés versdes: A={(1,1)}; A={(1,1),(2,2)}; A={(1,1),(1,2)}.
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Talvez valha a pena chamar a atengéo do leitor para o relaciona-
mento entre o corolidrio 37” e a unicidade da factorizagio do teo-
rema 39,

Posto isso, seja qual for a determinagdo r do indice t, a inter-
seccdo genérica AC do teorema 38 (e do corolédrio 39’) reduz-se
a C_, desde que se ponha C: = Q para t+ r. Logo, se designarmos
por G’ a classe geradora de A’ usada no teorema 38, entdo G’ nio
sé se compbe dos conjuntos AC: acima referidos, como também
contém a classe G”, formada por todos os cilindros C: pertencentes
a A e com base contida nalgum espaco-factor Q: (onde se supde
que t percorre o seu campo de variagdo).t Nesta conformidade,
a convengio de representar por A” a dlgebra-s gerada por G” con-
duz, via férmula 56), a relagdo

AS A<, (63')

valida para qualquer algebra-s A tirada de @ = X Q4, onde o coro-
t

lario 39’ impde A’ A se e s6 se A deixar de ser factorizivel em

algebras-o tiradas dos Q..

Segue um caso particular importante que reforga o papel fun-
damental desempenhado pelos cilindros em questées de factoriza-
¢do do tipo aqui examinado. Ei-lo:

Teorema 40. «<Dado o espago-produto & = X Q:, com factores

t
em ntmero superior a 1 e formando uma familia intransnumerd-
vel, entdo ndo sé a férmula 63') se simplifica para

AJ — A” < A, (63”)

como também qualquer 4lgebra-c A tirada de © serd factorizével
em &lgebras-o tiradas dos ©: se e s6 se ela for igual a dlgebra-« A”,
esta gerada pela classe que se compde de todos os cilindros per-
tencentes a @ e com base contida nalgum Q:.»

1 O texto refere-se ao caso em que se trabalha com varios espagos mar-
ginais Q:, um para cada t, e ndo se refere ao caso em que se trabalha com
um espago marginal fixo (compare-se com o teorema 29).

217



Demonstragdo. Retomando as classes G’ e G” do texto que
precede a férmula 63’), reconhecemos que a intransnumerabilidade
admitida no enunciado e a propriedade 54b) implicam G’ < G’ €
< A”, donde, atendendo as propriedades 56d) e b), a igualdade
A” = A’, a qual transforma 63’) em 63”). Logo a condi¢do neces-
saria e suficiente de factorizabilidade do corolario 39’, quer dizer
a igualdade 63), pode assumir o aspecto A” = A, este equivalente
a parte final da nossa tese, c.q.d.

Exercicio 65. Desenvolva o seguinte esquema:

a) E dado o espago-produto 2(e) = X Q@:(e.), onde se supoe
teT
transnumeravel a familia T(t) e onde se admite a existéncia duma

subfamilia transnumeravel T(t) tal que nenhum espaco-factor Qz
se reduza a um sé ponto.

b) Seja A a algebra-c (tirada de @ e) gerada pela classe G
que ¢ formada por todos os cilindros C: que tenham base contida
nalgum espaco-factor Q..

¢) Seja qual for t<T, a base de A em Q: é a dlgebra-c maxima
Ot
A =2

d) Relacionando o exposto com o texto que precede a fér-
mula 63’), obtém-se G = G”, donde 4 = A”.

e) E uma 4lgebra-e a classe C que se compde de todos os
cilindros C € © com base contida nalgum espago-produto parcial
da forma X Q. (n =12,3,... ; taeT) (onde os factores Q. consti-
tuem uma nfamﬂia intransnumeravel e logo, escolhido arbitraria-
mente um CeC, o ponto genérico «:C depende quando muito das

coordenadas de indices t., quer dizer apenas de coordenadas for-
mando uma familia intransnumeravel).

) N3&o ha nenhum conjunto elementar (contido em Q) que
pertenca a algebra-o C.

g) Verifica-se a relacio GX A<C.
h) Nio ha nenhum conjunto elementar (contido em ) que

pertenca a algebra-¢ A.
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i) A algebra-o A’ = ' = >< 2 correspondente ao teorema

38 ¢ tal que lhe pertencem todos os conjuntos elementares con-
tidos em @ (a férmula 35”) pode ajudar).

j) Vale a relagdo A” = A propriamente contido em A4’, pelo
que a condi¢do A” = A é insuficiente para a factorizabilidade duma
dlgebra-c A em dlgebras-o tiradas dos espagos-factores @t no caso
de estes formarem uma familia transnumerdvel.

k) Sendo A uma algebra-¢ tirada de Q, atribuam-se a A’ e a
A” os significados andlogos aos atribuidos respectivamente a A’
e a A” com respeito a A.

1) Escolhase A = A’.

m) Seja qual for teT, a base de A em Q. é a algebra-¢ 4. = A.

n) Verifica-se a igualdade A’ =4 = A’

0) Sendo G” obtido de A do mesmo modo que se obteve G”
de A, vale G” = G”; logo vale 4” = A”.

p) Resulta a relagdo A” propriamente contido em 4 = 4,
pelo que a condigido A” = A (transcrita de A” = A) é desnecessdria
para a factorizabilidade duma dlgebra-c A em dlgebras-o tiradas
dos espagos-factores Q. no caso de estes formarem uma infinidade
transnumerdvel.
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§ 20 — ESPACOS DE BOREL MULTIDIMENSIONAIS

1. Borelianos multidimensionais

Seja T uma familia de elemento genérico t tal que as deter-
minacgSes de t sejam pelo menos duas e se sujeitem a um dispo-
sitivo de entrada na familia. Recordemos as convencdes estabele-
cidas no n.° 1 do § 14, facamos corresponder a cada teT uma recta
de Borel [Xi(xt), B:(B:)] — abreviadamente (X:,B:) — e conside-
remos, de acordo com a férmula 60), o espago mensuravel igual
ao produto

);( (Xc,Bt) = (>t< Xt, >t.< Bt) = (X,B)- (64)

Vimos, no tdltimo trecho do n° 5 do §7, que X Xt = X é um
t

espaco real multidimensional, quer dizer a duas ou mais dimen-
sbes, cujo ponto genérico x = (x,teT) tem as coordenadas x:,
cada uma das quais € susceptivel de assumir qualquer valor real
e finito. Por outro lado, vimos, um pouco antes da férmula 60),
que a algebra-o )f B:. = B ¢ gerada pela classe dos produtos >t< B.=

= P possiveis, quer dizer dos produtos de borelianos lineares dis-
poniveis, classe essa que vamos representar pelo simbolo P,

Posto isso, vamos chamar a B dlgebra de Borel multidimen-
sional, vamos chamar ao conjunto genérico BeB conjunto de Borel
ou boreliano multidimensional e, por fim, vamos chamar a (X,B)
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espago de Borel multidimensional. Em qualquer dos casos, teremos
um ente matematico a D < + © dimensées se e sé6 se o numero de
factores envolvidos for igual a D. Caso se tenha D = 3, podemos
classificar o respectivo ente boreliano como ente corrente. Por
outro lado, se D = 2, é muito frequente usarem-se as designacdes
de dlgebra de Borel plana, conjunto de Borel ou boreliano plano
e plano de Borel, este identificado com o espago de Borel a duas
dimensoes.

Atendendo ao coroldrio 33’ e a4 observacdo posta no fim do
n.° 4 do § 18, podemos afirmar que a multiplicacdo conducente a B
e a conducente a (X,B) sdo ambas operagdes associativas.

Exemplo 63. Suponhamos que a familia T € formada pelos
ntmeros (t ou)n = 1,2,3 e recordemos a nota posta no decurso
da demonstracio do corolario 33’. Entdo, a férmula 64) e a asso-
ciatividade supracitada garantem que, sendo (X,B) o espago de
Borel corrente, se verifica a igualdade

(X;B) = (XIXXZXX3,Bl;<B2>.<B3) =

= (X’x X3, B'X Bs) = (X’, B) X (Xs, B3),

onde (X’,B’) é o plano de Borel igual a (XIXXZ,BIQBZ) =
=(X,,B1) X (X3,B2). Claro que havera outra igualdade do mesmo
estilo para o caso de se associarem os dois tltimos factores em
lugar dos dois primeiros.

Muitas caracteristicas da recta de Borel transitam para qual-
quer espaco de Borel multidimensional. Neste contexto, apresen-
temos o

Teorema 41. «<Dado um espago real multidimensional X, é
boreliano contido em X todo o produto de borelianos lineares
contido em X, todo o conjunto intervalar contido em X e todo o
conjunto intransnumerdavel contido em X.»

Demonstracdo. Reportando-nos a férmula 64), escolhamos ar-
bitrariamente um produto X B¢ = P € X, onde B:eB: para cada t.
t
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Como B é a algebra-o gerada pela classe dos produtos P possiveis,
inferimos do resultado 56a) a relagdo >< B::B, ficando assim
provada a primeira parte da tese.

Escolhido arbitrariamente um intervalo multidimensional I € X,
sabemos, dos n.* 4 ¢ 5 do § 7, que I = X I: onde, seja qual for t,
t

o conjunto I: € X; é um intervalo linear. Mas, o teorema 19 da
I:eB: para cada t; assim concluimos que IeB, de acordo com a
segunda parte da tese.

Dado o conjunto elementar {x}eX, com x = (x¢,teT), sabemos,
pela forma 357), que {x} = X {x:} e sabemos também, pelo teo-
t

rema 19, que {x:}eB: para cada t. Entdo {x}eB; logo‘,'escolhido
arbitrariamente um conjunto intransnumerivel K = EK {x} £ X,

a definicdo de dlgebra-c faz com que KeB, ficando assim provada
a ultima parte da tese.

Exemplo 64. Vale a seguinte assercdo: «Nenhum espaco de
Borel multidimensional pode admitir alguma decomposicio irre-
dutivel.» — Com efeito, podemos transcrever a deducio feita no
exemplo 49, reinterpretando ou redimensionando x e X e aten-
dendo ao facto de X ser um conjunto com poténcia ndo inferior
a do continuo.

Dado o espago real X = X X. multidimensional a D < + «
1<t<D

dimensoes, de ponto genérico x = (X3, X3, ... , Xp), podemos retomar
as convengdes, o simbolismo e as consideragbes que antecedem
o teorema 20, na parte relativa a conjuntos contidos em X (ou
abertos ou fechados), sob a condicdo: de interpretarmos os inter-
valos envolvidos como multidimensionais a D < + ® dimensées,
de acordo com o n.° 4 do § 7; de substituirmos o conjunto X—R
transnumerdvel e nfo-intervalar de c¢) do exemplo 50 pelo con-
junto (nem aberto nem fechado) dos pontos x com alguma coorde-
nada irracional ; de identificarmos os intervalos racionais abertos

com os intervalos da forma X {a:<x: < b} — estes borelianos
1<t<D
pertencentes a X B:.= B (em virtude do teorema 41) —par-
1t<D
ticularizados de modo a serem dependentes de 2D pardmetros

raciondis a; e by > a; e, por isso, constitutivos duma classe nume-
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ravel, cujo elemento genérico vamos representar por J. (n = 1,2,
3,...). Nesta conformidade, o teorema 20 adapta-se sob a forma do

Teorema 42. «Dado um espago de Borel multidimensional a
D < + © dimensées, € boreliano (a D dimensdes) qualquer con-
junto aberto e qualquer conjunto fechado.»

Demonstracdo. Servem o simbolismo e a dedugio usados na
parte da demonstragdo do teorema 20 relativa ao espago real X(x)
dado, agora multidimensional a D < + ®© dimensdes, com uma sé

ressalva: para cada X = (X1, Xz, ..., Xp)eA passamos a meter dois
pontos interiores a Jx, um a = (as, a, ... , an) de coordenadas todas
racionais e tais que a: < x: para cada t e outro b = (by, b, ..., bp)

de coordenadas todas racionais e tais que b: > x: para cada t; em
seguida recorremos ao intervalo racional aberto

X {ar <xe < be}.

1<t<D

Exemplo 65. Considerem-se o plano real X de ponto genérico
x = (x1, %) e, além disso, trés ndmeros reais e finitos a, e e 8
tais que ¢ + o2 > 0. Entdo, sdo borelianos planos os trés conjuntos
K, K’ e K” que se obtém sujeitando a expressdo a; x; + ey x, + 8
a ser respectivamente nula, positiva e negativa. Com efeito, K’
e K” sdo abertos e logo borelianos planos, incidentemente dis-
juntos entre si e de K, e séo tais que K +K +K” = X, pelo que
a férmula 18) e o teorema 10 obrigam K = X — (K’ + K”) a ser
também um boreliano plano.

2. Classes geradoras de B no caso da dimensionalidade finita

Seja qual for o espaco real multidimensional X(x) = X Xi(x:)
t

a D < + © dimensdes, vamos chamar intervalo principal a D di-
mensdes (também plano se D = 2 e corrente se D = 3) a todo o
intervalo, contido em X, que seja um produto (ao longo de t) com
factores contidos nos X, todos eles coincidentes com intervalos
principais lineares e, portanto, da forma {a:<x:<b:} (a: e
b: > a: ambos finitos). Atendendo ao teorema 41, podemos afirmar
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que qualquer intervalo principal a D > 1 dimensdes € um boreliano
tirado do espago de Borel multidimensional (a D dimensGes) in-
troduzido através da férmula 64). Por outro lado, vimos, no ne 1
do § 14, que € um semianel a classe formada pelos intervalos prin-
cipais contidos numa dada recta real, donde concluimos, aten-
dendo ao teorema 31, que é um semianel a classe formada pelos
intervalos principais contidos num dado espago real multidimen-
sional a D < + ® dimensdes. Se invocarmos o exemplo 30 em lugar
do n.° 1 do § 14, concluimos semelhantemente que é um semianel
a classe formada pelos intervalos contidos num dado espaco real
multidimensional a D < + ® dimensées, intervalos esses que sio
todos borelianos.

Dado o espaco de Borel multidimensional (X,B) da férmula
64) e escolhida uma recta-factor (X:,B:), a correspondente dlge-
bra de Borel B: é gerada ou pela respectiva classe de intervalos
principais (lineares) ou por qualquer uma das classes geradoras
das alineas a) a f) do n.° 3 do § 14 ou ainda pela algebra geradora
do exemplo 51, isto sob a reserva de se adaptar a notagéo, afec-
tando do indice t os simbolos X,x,a,b,n, — ®,+ ® e ¢ a fim de
diferencar o factor escolhido dos outros factores e do produto
de todos os factores. Nesta conformidade, pondo n: =123, ...
para cada t, podemos estabelecer as igualdades

Xe=V{—m<un<m}=V{—n<x<n}=
£ £
:X{“—‘nt<x';<nt}:K{—oot<xt<nt}:
t i

=V {~n<x<+o)="({—m<m<a}+{ca<n<n)),
t t

com cieX: a designar um numero finito arbitrariamente fixado.
Ora, examinando essas igualdades, reconhecemos que, seja qual
for t, as classes geradoras citadas sdo todas classes geradoras arre-
dondadas nos termos da definicdo dada rio inicio do n.° 5 do § 18
(incluindo a algebra geradora supracitada por lhe pertencer a
recta X.). Deste facto, do corolario 34’ ¢ das convengbes relativas
a intervalos multidimensionais estabelecidas no n° 4 do §11,
inferimos as seguintes classes geradoras para a algebra de Borel
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B(B) = X Bu(B.), multidimensional a D< + ® dimensdes ¢
1<tED

tirada do espago real X(x) = X Xi(x:):
1<t<D
a) o semianel formado pelos intervalos principais a D dimen-
sbes ou seja pelos produtos X {at <x¢<bi}, com — ©; < a; <

1<t<D
<b: < + % para cada t;

b) o semianel formado por todos os intervalos a D dimen-
soes;

¢) a classe formada por todos os intervalos a D dimensées
que sejam limitados e abertos [ou fechados] ;

d) a classe formada por todos os produtos X H: em que,
1Lt

seja qual for t, o conjunto H: se supde aberto [ou fechado] ;

e) a classe formada pelos produtos

X {— o <x<a:} [ou X {as < x¢ < + 2 1],
1<t<D 1<t<D

com a: finito para cada t;

f) a classe numerdvel formada pelos produtos

X {—2<x<r} fou X {res<xe<+ o},

1<t<D 1<t<D

com r racional para cada t;

g) a classe formada pelos produtos X M., onde, seja qual
1<t<D

for t, o simbolo c: refere um nimero arbitrariamente fixado, ou
finito ou igual a — . ou igual a + ®, e onde o simbolo M., refere
o intervalo linear genérico, suposto emergente de c. e, além disso:
ou principal, se c: for finito; ou do primeiro tipo considerado
em e€), se ¢ = — ©; ou do outro tipo considerado em e), se
ct =+ 9t

+ Neste contexto, permitimo-nos chamar a atencio para a importancia
das classes geradoras da alinea g) no estudo (futuro) das chamadas medidas
de Lebesgue-Stieltjes multidimensionais a D < + o« dimensdes.
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h) a classe constituida pelos produtos X K: onde, seja
1<tD

qual for t, o simbolo K: refere a soma genérica pertencente & dige-
bra K. dos exemplos 51 e 40, transcritos de X e K para X: e
K:, soma essa que terda eventualmente uma parcela da forma
{— 0 <x < b}, além de ter um numero finito e nido-negativo
de parcelas da forma {a: < x¢ <b:} (by = + ®° admitido).

Como a alinea h) da X Ki= X B.= B, o teorema 35
1<t<D 1<t<D

mostra que B admite a dlgebra geradora cujo elemento genérico

S se obtém somando produtos X K: disjuntos dois a dois, em
1<t<D

numero finito e do tipo referido em h). Mas, tomando em conta
a férmula 31’) e a associatividade da adi¢do de conjuntos, reconhe-
cemos que o elemento genérico S também se pode obter somando
um numero finito de produtos tais que o factor nimero t de cada
um deles seja da forma {— @, <x¢ <b:} ou {a: <x: <b:} (b=
= + ©, admitido). Por outro lado, qualquer soma de produtos
do genéro agora referido é uma soma dum nuamero finito de pro-

dutos X K do tipo da alinea h), com a particularidade de os
1<t<D
seus factores K: serem todos somas reduzidas a uma sé parcela.

Em face do exposto, podemos acrescentar a seguinte classe gera-
dora de B:

i) a dlgebra cujo elemento genérico se obtém somando pro-

dutos X L: disjuntos dois a dois, em namero finito e tais que,
1<t<D
seja qual for a parcela e seja qual for o valor de t, o factor L.

ou é da forma {— *.<x.<b:} ou é da forma {a: < xc <b:}
(b¢ = + © admitido).

Exemplo 66. Dada uma sucessdo de rectas de Borel
[X,,(xn) Ba(Ba)] (n =123, ...), entdo a algebra de Borel igual a
X B, é gerada pela algebra, tirada de X Xa, cujo conjunto genérico

se obtém somando qualquer nimero flmto de produtos >< B, espe-

\

ciais, sujeitos a condicdo de cada um deles admitir apenas um
nimero finito de factores B, 5= Xi. — Com efeito, a propriedade
exposta decorre do teorema 36 quando ai se poe n = Xu, Kn = By
e K. = B,, isto para cada n.
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Exercicio 66. Dado um espago de Borel multidimensional
(X,B) a um numero finito de dimensdes, mostre que a algebra de
Borel B ¢ gerada pela classe dos conjuntos abertos [ou fechados]
contidos no espaco real X.

3. Espacos de Borel alargados e multidimensionais

Tendo em mente as convengdes estabelecidas no n.° 1 do § 14,
retomemos a féormula 64) e substituamos ai ndo s6 cada recta
real X:(x:) pela sua homéloga alargada Xi(x:), como também
cada algebra de Borel linear B:(B:) pela sua homdloga alargada
Bi«(B.). Entdo, as correspondentes rectas de Borel alargadas
[X(x:),B:(B:)], abreviadamente (X.,B:), tém por produto 0 es-
paco mensuravel

>-t< (it,ét) = (>t< )—(t, >t< Et) = ()—(,E), (64’)

produto esse frequentemente votado ao esquecimento em face do
seu homdlogo da férmula 64), quando outro tanto é menos fre-
quente na passagem duma recta de Borel avulsa para a sua ho-
mologa alargada.

Sabemos, pelo dltimo trecho do n.° 5 do §7, que X X: =X
t

é um espago real alargado e multidimensional cujo ponto gens-
rico x = (x:,tsT) tem as coordenadas x:, cada uma das quais é
susceptivel de assumir qualquer valor real, quer finito quer infi-
nito negativo ou positivo. Por outro lado, vimos, um pouco antes

da férmula 60), que a algebra-c X B: = B ¢ gerada pela classe P
t

que se compde dos produtos X B: = P possiveis, produtos esses
t

cujos factores sdo borelianos lineares.

Posto isso, vamos fazer transitar a nomenclatura estabelecida
a propdsito dos entes matemdticos B, BeB e (X,B), relativos a
férmula 64), para os seus homdlogos alargados B, B:B e (X,B),
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relativos a formula 64’), e, além disso, notemos que o corolario 33’
e a observagdo posta no fim do n.° 4 do § 18 nfo deixam de jus-
tificar a associatividade das multiplicagbes conducentes a B e a
(X,B).

No que concerne ao teorema 41 e ao exemplo 64, eles adaptam-
-se através da seguinte propriedade:

«Dado um espaco de Borel alargado e multidimensional (X,B),
é boreliano contido em X n#o s6 todo o produto de borelianos Ii-
neares (alargados) contido em X, como também todo o conjunto
intervalar ou intransnumeravel contido em X. Além disso, (X,B)
nao pode admitir nenhuma decomposicdo irredutivel.»

Estas adaptacGes tém justificacbes que sfo as do teorema 41
e do exemplo 64, desde que nos reportemos a férmula 64’) em
lugar da férmula 64) e desde que modifiquemos cada simbolo
maitsculo, com ou sem o indice t, para o seu homdlogo encimado
pelo sinal~.

Seja ® o conjunto formado por todos os pontos xeX que
tenham alguma coordenada infinita. Entdo, a definicdo duma &l-
gebra-o e a propriedade precedente aplicada ao intervalo X provam
a relacio

X~ =X — X = ©¢B. (65)

Nesta conformidade, o teorema 42 adapta-se através da seguin-
te propriedade:

«Dado um espaco de Borel multidimensional a D < + «© di-
mensbes, qualquer conjunto aberto ou fechado e contido no es-
paco real (ndo alargado) subjacente ¢ um conjunto boreliano
(a D dimensdes) em relagdo ao correspondente espago de Borel

alargado.»

No que concerne a conjuntos abertos, sejam A< X, serve a
demonstracio do teorema 42 ou seja a respectiva adaptacio da
demonstrac¢io do teorema 20, isto se interpretarmos os intervalos
intervenientes como borelianos do espaco alargado. No que con-
cerne a conjuntos fechados, sejam F < X, serve a justificagio dada
no decurso da demonstracio do teorema 20, desde que se recorra
a XeB e & relagdo 65) em lugar da alinea a) do exemplo 50.
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4. Classes geradoras de B no caso da dimensionalidade finita

Ora, escolhida arbitrariamente uma recta-factor do primeiro
membro da férmula 64’), corresponde-lhe uma recta de Borel
ndo alargada (X:B:) com as classes geradoras arredondadas
referidas no n.° 2.

Embora nenhuma dessas classes seja geradora de B, o coro-
lario 21’ faz com que qualquer uma delas, seja M+, passe a ser uma
classe geradora de B. se lhe juntarmos os conjuntos elementares
{— ®.} e {+ ®}, procedimento este que vai mais longe: pois
conduzird a uma classe geradora arredondada, isto porque X.

resulta igual a {— ©:} +{+ ®.} + X. onde X: pode obter-se, por
hipétese, unindo os conjuntos duma subclasse de M: intransnu-
merdvel.

Em face do exposto e do corolario 34’, podemos obter classes
geradoras da dlgebra de Borel B alargada e multidimensional
a D<+ © dimensées, tirada do espago real alargado X(x) =

= X Xi«xt), retomando as classes das alineas a) ah) don>°2 e
1<t<D

acrescentado ai, seja qual for t, as duas novas escolhas {— ©.}
e {+ ©:} as escolhas anteriormente admitidas para o factor nu-
mero t de qualquer produto de conjuntos contidos nas diversas
rectas X: ou X:.

Na alinea h) remodelada do modo referido, o conjunto gené-

rico da classe geradora de B serd um produto X K. onde, seja
_ 1<tKD

qual for t, o simbolo K: pode representar a soma genérica com

um numero finito de parcelas cujas formas, embora susceptiveis
de variar de parcela para parcela, s6 podem ser ou {— %} ou
{+ 9} ou{— 2 <x < b} ou {ar <xt <b:} (b: = + ©, admitido
e a: sempre finito). Nestas condigdes, a classe K., formada pelas
somas K. admissiveis, sujeita-se & analise feita na versdo principal
do exemplo 40, transcrita de X para X:, com uma pequena dife-
renca formal: se o primeiro intervalo linear a somar (digamos)
J:1 tiver um extremo inferior diferente de — %:, entdo a parte
de X. anterior a Ji serd a soma de {— ®.} com o intervalo aberto
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compreendido entre — ®; e o extremo inferior de Jt,1; se o ultimo
intervalo linear a somar (digamos) Jix, tiver um extremo supe-
rior diferente de + ., entfio a parte de X posterior a J N, Sera
a soma de {+ ®:} com um intervalo (admissivel) compreendido
entre + ®¢ e o extremo superior de Ji,~,. Em face do exposto,
concluimos que cada uma das classes K: serd uma algebra tirada
da respectiva recta alargada X:, facto esse que permite adaptar
a andlise que nos levou da alinea h) para a alinea i) do n.° 2, desde
que ponhamos K:,B,,B,S ¢ Kt em lugar de K4, By, B, S e K¢, sem
esquecer as novas escolhas {— ®} e {+ ®:} a acrescentar as es-
colhas anteriormente admitidas para os factores dos produtos
simplificados, quer dizer para os factores que sdo somas reduzidas
a uma s6 parcela. Nestes termos, a nova algebra geradora a subs-
tituir 4 da alinea i) do n.° 2 sera constituida pelas somas com um

niimero finito de parcelas da forma X L. onde, seja qual for
1<t<D

a parcela e seja qual for t, o factor L: pode assumir uma das quatro
formas {”‘ °°t} {+ °°t} {_ o, < xp < bt} e {at S Xt <bt} (bt
= + ©; admitido e a: sempre finito).

Exemplo 67. Dada uma sucesséo de rectas de Borel alargadas
[)_(n(xn) Ba(B.)] (n=1,2,3,...), entdo a algebra de Borel igual
a >< B. é gerada pela élgebra (tirada de >< X.) cujo conjunto

genenco se obtém somando qualquer nurnero finito de produtos
X Bn, sujeitos 2 condicdo de cada um deles admitir apenas um
n

numero finito de factores B.= Xa. Com efeito, a propriedade
exposta decorre do teorema 36 quando ai se poe @ = Xy, Kn =
= Ba e Ky = By, isto para cada n.

Observagdo. O tratamento aqui seguido para os espacos de
Borel alargados e multidimensionais >f (X:, B:) = (X,B) apoia-se
na teoria geral da multiplicacdo de espagos mensuriveis e no
relacionamento entre as rectas de Borel (X:, B:) e as suas homé-

logas alargadas (X, B:), relacionamento esse orientado pelo coro-
lario 21’ e conduzido através de classes geradoras. Todavia, nio

se desenvolveu o relacionamento directo entre (X,B) e (X,B) =
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= X (X, B:), salvo nos casos particulares importantes a que se
t

referem as propriedades enunciadas no n.° 3, suficientes para
os propésitos em vista e valorizadas pelo facto que o corolario 21’
permite interpretar qualquer produto de borelianos lineares BisB.
como um produto de borelianos lineares B:eB:. — Uma via alter-
nativa de introduzir (X,B) seria definir B como sendo a classe
formada por todas as somas bindrias que tivessem primeira
parcela coincidente com algum B, pertencente a B e interpretado
como conjunto contido em X, e que tivessem outra parcela, esta
apropriadamente escolhida entre os subconjuntos de ® propria-
mente contido em X. Claro que a via alternativa se afigura mais
simples do ponto de vista formal; em contrapartida, a via aqui
seguida proporciona o acesso directo as classes geradoras de B,
tdo importante para fins ulteriores. O teorema 21 e o corolario 21’
oferecem boas sugestdes para o estudo da eventual equivaléncia
entre as duas vias de tratamento mencionadas, estudo esse que
pode ficar ao cuidado do leitor interessado.

Exercicio 67. Utilize a versdo alternativa do exemplo 40 para
construir uma algebra geradora da 4lgebra de Borel B, alargada
e multidimensional a D < + ® dimensdes, que foi objecto das
consideragbes que precedem o exemplo 67. Claro que a nova verséo
sera, por um lado, mais directa, visto ter como ponto de partida
algebras tiradas das rectas ja alargadas Xu, e ser4, por outro lado,
menos directa, visto exigir que se prove o resultado anilogo ao
do exemplo 51 para as algebras referidas em ultimo lugar. Sera
conveniente comparar os resultados alcangados por meio de cada
uma das versGes do exemplo 40.

Exercicio 68. Havera algum inconveniente em retomar a
propriedade enunciada a seguir a férmula 65) e, em seguida,
substituir ai os conjuntos abertos ou fechados, todos contidos
em X, por outros abertos ou fechados, todos contidos em X ?
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CAPITULO III

FUNCOES MENSURAVEIS






SECCAC A

ESTUDO GERAL DAS FUNCOES MENSURAVEIS

§ 21 — GENERALIDADES SOBRE FUNGOES
DE LIGACAO ENTRE ESPACOS

1. Funcdes de conjunto

Dados os espacos () e W(w), consideremos uma transfor-
magdo ¢ que faca corresponder um e s6 um ponto weW a cada
ponto o dum conjunto nédo-vazio D € Q. Vamos traduzir a situagéo
descrita através da igualdade simbdlica

W = £(e) (0eD). (66)

Neste contexto, vamos chamar a § correspondéncia funcional
ou fungdo, vamos chamar a D dominio (da func¢do considerada)
e vamos chamar a o argumento ou varidvel independente; por
outro lado, w serd a varidvel dependente ou fun¢do e o conjunto
ndo-vazio F formado pelos pontos w admissiveis serd o contrado-
minio (da funcdo considerada).

Sejam O, e O os conjuntos vazios respectivamente de Qe
de W. Entfo, o desenvolvimento ulterior correrd duma forma mais
unificada se, por um lado, seleccionarmos um ponto fixo w.eW
segundo algum critério considerado oportuno na ocasido e se,
por outro lado, convencionarmos £{(») = W, sempre que O com-
plemento D~ 0, e »eD~, procedimento esse que conduz ao do-
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minio uniforme @ e a um contradominio E igual a FV {w,}, a F
se WeeF e a F+{w,} se weeF~. Correspondentemente, temos a
igualdade de defini¢do

w = £(0) (0:0), (67)

onde o dominio da fungdo nunca deixa de ser o espago inteiro Q.

Quer se use a férmula 66) quer se use a férmula 67), nio
s6 temos uma fungdo propriamente dita ou ndo-degenerada no
caso dum contradominio formado por mais do que um ponto w,
como também temos uma funcdo (degenerada em) constante no
caso dum contradominio singular (formado por um sé ponto w).

Posto isso, vamos encarar a relagio 67) sob outro ponto de
vista. Escolhido arbitrariamente um conjunto nfo-vazio K < Q,
os pontos w = £(o) tais que 0K perfazem um conjunto néo-vazio
M £ E, que serd o transformado de K por meio de & Se acrescen-
tarmos a convengdo de & transformar O, em Ow, entdo fica a nova
igualdade de definicdo

M = £(K) (68)

onde as varidveis sdo conjuntos, onde ML E = £(2), onde o do-
minio é 2% e onde o contradominio estd contido em 2% e ¢ tal que
lhe pertence Ow = £(0,).

Ora, quando se efectuam as operagbes internas usuais sobre
conjuntos K € 0, a férmula 68) faz corresponder conjuntos M € W
relacionados por outras operacbes internas, pelo que se afigura
oportuno indagar a respeito do posicionamento mutuo entre tais
operacgdoes.

Vejamos um exemplo supondo que Q € o espago formado pelos
tridngulos rectangulos o existentes num dado plano de Descartes,
que W é uma recta real e que, seja qual for o, o correspondente
w = £(0) é o comprimento da hipotenusa do iridngulo escolhido.
Entfo, o contradominio E deixa de fora os nimeros negativos
e havera tridngulos rectingulos o; e wp 5= o1 tais que wy = £(o;) =
= £(v2) = W2 Reconhecemos assim que nem sempre a disjungéo
entre os conjuntos singulares {o;} e {w} se transmite aos seus
transformados {w;} e {w:} e reconhecemos ainda que nem sempre
o transformado da soma {w;} + {w;} = {ey, @2} pode igualar-se
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soma dos transformados (embora no caso vertente o transformado
da unifio {o;} ¥V {02} = {e1, 0;} seja igual & unido dos transformados
{w1}V {w} = {wi}). Por outro lado, o caso considerado di um
transformado E para o complemento {«;, 2}~ ¢ d4 um comple-
mento W — {w;} =~ E para o transformado {w:} de {e1,w}.

O nosso exemplo ilustra que o supracitado posicionamento
entre operagdes é tal que as operagdes nem sempre acompanham
intactas a passagem de Q para W por intermédio de £, podendo
assim falhar a transformacio digamos duma élgebra tirada de @
numa algebra tirada de W (compare-se com o principio do n.° 4
do §11). Dai a conveniéncia de abordar a questdo por outra via,
porventura mais frutuosa.

2. Funcéao inversa

Seguindo uma ideia que se deve essencialmente a Lebesgue,
vamos retomar os dados do n.° 1, vamos considerar a fungio £(K)
da férmula 68) na qualidade de fungéo directa e vamos passar para
a chamada fungdo inversa através da igualdade simbdlica

L=97M)(Ow#=M<E) (69)

onde y representa a transformagdo inversa de &, interpretada como
a transformagdo que faz corresponder a qualquer conjunto ndo-
-vazio M < E o conjunto L.+ O, formado por todos os pontos «eQ
que £ envia para algum wesM, conjunto L que certamente contém K
na hipétese de M provir da férmula 68) e que até pode ser sobre-
conjunto préprio desse K (visto em principio ndo haver impedi-
mento para a eventualidade de £ enviar um ponto «cK~ para algum
weM). Neste contexto, talvez valha a pena chamar a atengéo para
o seguinte: se tivéssemos partido de 67) em lugar de 68) e se
tivéssemos posto o = n(w), famos cair nos pontos o que £ envia
para w, pelo que a um dado weE poderiam corresponder muitos o ;
por outro lado, a relagdo 69) foi gizada por forma a fazer corres-
ponder a cada M incidente um e s6 um L conduzindo-nos assim
a uma situacdo (relativa & fungfo inversa) em que é mais eficiente
recorrer a conjuntos do que recorrer a pontos.
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Posto isso, o desenvolvimento ulterior correra duma forma
mais unificada se ampliarmos a relagdo 69) pondo L = O, sempre
que M £ E~, 0 que cobre o caso M = Ow, e pondo (M) = (M A E)
para qualquer M <'W, mesmo nos casos em que M <E falhar.
Corresponde a igualdade de defini¢do

L = 9(M) (70)

onde as varidveis sdo conjuntos, onde L €2 = 5(E) = (W), onde
o dominio é 2V e onde o contradominio estd contido em 2% e é tal
que lhe pertence O, = 7(Ow).

Escolhidos arbitrariamente dois conjuntos M; e M,, ambos
contidos em W e disjuntos entre si, a relagdo 70) faz corresponder
os conjuntos L; = 9(M;) e L, = n(M:), contidos em @ e também
disjuntos entre si, isto porque, no caso de falhar essa disjuncéo,
o exemplo 4 dava L AL, 0, e qualquer ponto weL, AL, seria
enviado por ¢ simultaneamente para M; e M, desmentindo assim
a hipétese da disjungio entre M; e M.. Em suma, temos o seguinte
resultado:

a disjuncdo entre M; e M. implica
a disjuncio entre n(M;) e n(M). (71)

Por outro lado, escolhidos arbitrariamente conjuntos M. €< W,
com t a percorrer uma familia T, entfo wsn(¥ M:) equivale a £ en-
via o para ¥ My, equivale a £ envia o para um dos M, equivale a
oen(M:) para um dos t, equivale a we ¥ 9(M:). Em suma, temos o
seguinte resultado:

(Y Me) =V n(M:), (72)

extensivel a unides destituidas de parcelas mediante as convencées
estabelecidas para conjuntos vazios. Caso os conjuntos M: sejam
disjuntos dois a dois, o recurso ao resultado 71) conduz a um caso
particular do resultado 72), a saber:

7(3 M) = 3 n(Mo). (72)
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Posto isso, escolhido arbitrariamente um conjunto M < W,
entdo wen(M™) equivale a £ envia o para M~, equivale a ¢ ndo
envia o para M, equivale a o nfo pertence a n(M), equivale a
0e[9(M)]~. Em suma, temos o seguinte resultado:

p(M™) = [n(M)]". (73)

Podemos resumir os resultados 71) a 73) através do

Teorema 43. <A transformacao inversa » da férmula 70) passa
de W para © a complementagio dum conjunto, a disjungio entre
dois conjuntos e ainda unides e adictes arbitrérias.»

Exemplo 68. Vale a seguinte assergdo: «A transformagido 7
da férmula 70) passa de W para © quaisquer intersecgdes de con-
juntos.» — Com efeito: ou utilizamos um processo de dedugio
directa no estilo dos processos seguidos para estabelecer os resul-
tados 71) a 73); ou entdo recorremos as férmulas 9) e ao teorema
43 para chegarmos ao desenvolvimento

A(AM) = u((YM7)7) = [V o(M;)]~ = A [n(MD)]~ = An(M).

Exemplo 69. Vale a seguinte assergdo: «A transformacdo da
formula 70) passa de W para © a subtracgfo entre dois conjuntos.»
— Com efeito, a férmula 11), o exemplo 68 e a férmula 73) dio

7(Mi — Mz) = 9(M1 A M) = 9(Mi) A [9(M:)]~ = 29(M1) — 9(Ms).

Exercicio 69. Mostre que a transformacio 7 da férmula 70)
passa de W para @ a subtracgio simétrica de dois conjuntos e a
relacdo < (contido em) entre dois conjuntos, mas nido passa ne-
cessariamente a relagdo «propriamente contido em» entre dois
conjuntos.
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3. Particdes e representagdes compativeis

Atendendo a4 correspondéncia biunivoca e reciproca que ha
entre os pontos pertencentes a um espago € o0s conjuntos elemen-
tares contidos nesse espago, podemos escrever a igualdade de
definicdo 67) sob a forma equivalente

{w}=¢£({e}), (67)
onde o dominio da funcio € a classe formada pelos conjuntos
elementares contidos em @ e onde o contradominio é a classe for-
mada pelos conjuntos elementares contidos em E ou seja contidos
no contradominio de £(»), facto esses que nos colocam num caso
particular da igualdade de defini¢io 68). Por outro lado, seja qual
for o ponto weW, a igualdade de definicdo 70) pode ser particula-
rizada para

L .1 =a2({w}), (70%)

onde weE~ implica L ;= O, e onde weE implica L y ;% 0,,
com Ly} igual ao conjunto formado pelos pontos » que £ envia

para {w}.

Como o resultado 71) assegura a disjuncdo dois a dois entre
os diversos conjuntos 7({w}), as férmulas 72’) e 8”) e a igualdade
ja referida n(W) = @ conduzem a

3 0w = a( E {w}) = (W) = 5 {o}, (74)

pelo que cada uma das parcelas do primeiro membro de 74) ¢
uma soma parcial ndo-vazia extraida do ultimo membro ou, a
mesma coisa dita por outras palavras, as parcelas do primeiro
membro formam uma particdo do espago €, a qual vamos chamar
particdo induzida pela fungado &.

Posto isso, recordemos que o simbolo Ix(«) representa a indi-
catriz do conjunto K < Q e convencionemos que um conjunto mul-
tiplicado pelo numero 1 dd o prdprio conjunto e que um conjunto
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multiplicado pelo nimero 0 dd o conjunto vazio do respectivo
espago. Entdo, vale uma relagdo substituta de 67°), denominada
representacdo candnica da fungdo &, a qual pode tomar o aspecto

o = 2 | w)j,
o) =2 Hwh- L (] (75)

isto porque, seja qual for o, a indicatriz de 75) vale 1 para o w
que £ faz corresponder a o e vale 0 para todo o w que néo esteja
nessas condicoes.

Observacio. O segundo membro de 75) encontra-se definido
mesmo que as parcelas formem uma colecgdo transnumerdvel.
Outro tanto jd ndo sucede se supusermos que 0s pontos w sio
niimeros e se substituirmos 3 por 3 e os factores {w} pelos facto-
res numéricos w.

Acabamos de ver que a particdo de © induzida por £ determina
a representacdo candnica de &. Por outro lado, uma parti¢do de @
é formada por comjuntos ndo-vazios K. <Q(teT), disjuntos dois
a dois e com soma igual a Q, e diz-se compativel com a fungdo £
se e s6 se, seja qual for t, valer a relacdo §(Ki) = {w:}, com wizE,
néo ficando excluido de modo nenhum que duas determinacoes
de t diferentes entre si correspondam a pontos Wt iguais entre si.
Uma tal particio compativel com ¢ e as convengles anteriores
sobre produtos de conjuntos por um numero igual 2 0 ou a 1 sdo
duas ocorréncias que facultam uma relacdo, denominada repre-
sentacdo compativel com a fungdo £, a qual pode tomar o aspecto

§({o)) = 3 Hw} Ik ()], (76)

isto porque, seja qual for », a indicatriz da férmula 76) vale 1
para o K: a que pertence o e vale 0 para qualquer outro K..

Como a particdo de @ induzida por ¢ se reduz a um caso par-
ticular das particdes de @ compativeis com £, reconhecemos que
as representacdes compativeis com £ generalizam a representacio
canénica de £ Alids, esta tiltima representacio é a mais econdmica
entre as representacdes compativeis com £, porque qualquer con-
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junto K. de 76) ¢ formado por certos pontos » que ¢ envia para
{w:} e, portanto, estd contido no conjunto formado por todos os
pontos o que ¢ envia para {w:}, quer dizer contido no conjunto

a({w:}).

Ora, proposta uma parti¢do de & formada por conjuntos nio-
wvazios K: € Q(teT), basta que haja um t tal que £(K.) deixe de
ser um conjunto elementar contido em E para que a particdo deixe

de ser compativel com a fungdo é. Por outro lado, propostas duas
particGes de @, uma formada por conjuntos ndo-vazios K. < Q(teT)

e outra formada por conjuntos ndo-vazios Js < Q(seS), as inter-
secgbes nido-vazias K4 J, €0 formam uma nova particio de Q,
a que vamos chamar sobreposta das duas particées dadas. Com
efeito, a disjungéo dois a dois dos K: e também dos J; implica a
disjuncdo duas a duas das intersecgoes K: A J; donde, atendendo
a uma generalizagdo imediata da férmula 13’),

3 (KeAJ) =3 (KeAJ,) = SK)A(ST) = 0.
KtAJ;;éou t,s t s

Neste contexto, tem interesse o seguinte

Teorema 44. «Dados os espagos (o) e W(w), dada a funcio
de ligacdo w = £(») com dominio @ e dadas duas particées de Q,
basta que uma das parti¢cdes dadas seja compativel com a fungdo £
para que a particdo sobreposta resulte também compativel com £.»

Demonstragdo. Suponhamos que € compativel com £ ou a par-
ticio de @ formada pelos conjuntos K: ou a particdo de @ formada
pelos conjuntos J,. Dada a comutatividade da interseccfo, ndo ha
perda de generalidade se admitirmos que a primeira das particdes
referidas ¢ a compativel com £; logo, por defini¢do, qualquer t
da £(X:) = {w:}, com w: pertencente ao contradominio de £.
Entdo, sejam quais forem t e s tais que K:4J: <0, a relacdo
K:4J, <K, implica Ow propriamente contido em £ (K:A7J,) <£(K,)
donde &(K: A J,) = {w.}, igualdade essa que prova a compatibili-
dade da particdo sobreposta.

+ Compare com a nota a justificacdo da férmula 27).
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Uma consequéncia importante do teorema 44 ¢ o

Corolario 44’. «Dados os espacos @(e) e W(w) e dadas as
funcées de ligacdo £(v) e p(»), ambas com dominio @, resulta
compativel simultaneamente com ¢ e com p toda a particdo sobre-
posta de duas particGes de © tais que uma delas seja compativel
com £ e a outra seja compativel com p.»

Demonstragdo. Suponhamos que é compativel com £ a partigédo
de @ formada pelos conjuntos K: e que € compativel com p a par-
ticio de @ formada pelos conjuntos J.. Entdo, pelo teorema 44, a
particdo sobreposta resulta compativel ndo sé com £, como tam-
bém com p.

Observagdo. Como toda a particdo de @ compativel com uma
fungdo faculta uma representagio compativel com essa funcio,
isto de acordo com a férmula 76), toda a particdo sobreposta do
tipo referido no corolario 44’ da acesso a representagdes compa-
tiveis com as fun¢des envolvidas que podem considerar-se repre-
sentagdes paralelas, quer dizer apoiadas numa particdo compativel
comum. Escusado serd mencionar a importincia do paralelismo
aqui referido para o estudo simultaneo de duas funcdes, definidas
em Q e com contradominios contidos em W.

4. Funcdes elementares e fungdes simples

Posto isso, uma fungdo £ introduzida através da férmula 66)
ou através duma das férmulas 67) e 67°) diz-se elementar [ou
simples] sempre que o seu contradominio for intransnumeravel
[ou finito] e diz-se ndo-elementar [ou ndo-simples] sempre que o
seu contradominio for transnumeravel [ou infinito]. Aqui supomos
a funcéo ¢ introduzida através de 67) ou de 67°), o que néo repre-
senta perda de generalidade visto 0 contradominio E corresponden-
te a 67) ser intransnumeravel [ou finito] se e s6 se 0 mesmo suce-
der ao contradominio F correspondente a 66). Escusado sera dizer
que uma funcgéo simples é apenas uma fungio elementar especial.
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Caso £(») seja uma funcdo elementar [ou simples] de contra-
dominio E € W, os pontos weE podem representar-se como pontos
Wi, com 0 S h<H< + ® [ou 0 < h<H<+ ®], e g representagdo
candnica 75) de & pode tomar a seguinte forma de estrutura sim-
plificada:

b (o)1, (75°)

h

£({0}) =3 [{wa}- .

com 0 <A<HecomH<S+® [ou H<L + =],

Em geral haverd representagbes compativeis com a fungio
elementar [ou simples] £ as quais deixam de ser canénicas e, até,
as pode haver com uma classe de conjuntos néo-vazios K: propria-
mente contidos em © que seja transnumerdvel [ou infinita]. Neste
contexto, podemos chamar intransnumeravelmente [ou finitamen-
te] compativel a uma representacdo compativel com £ para a qual
a classe dos conjuntos K. seja intransnumeravel [ou finita].

Exemplo 70. Sejam £(o) e p(o) duas funcGes definidas em ©
e nio necessariamente elementares, cada uma com contradominio
contido em W. Recordando o texto que precede a férmula 76),
suponhamos que os conjuntos K:(teT) formam uma particdo de
Q compativel com § e que os conjuntos Js(seS) formam uma par-
ticio de © compativel com p. Correspondentemente, teremos nio
s6 a representacdo compativel com ¢ dada pela férmula 76), como
também a representagdo compativel com p dada pela férmula
homdéloga

p({0}) = 3 [{vs} I, (o)1, (76"

onde, seja qual for s, vale a relagdo p(Js) = {vs}, com v a per-
tencer ao contradominio de p. — Ora, de acordo com a parte final
da demonstracio do teorema 44, toda a intersec¢iio ndo-vazia
K. AJ, da as relacdes &(K:AJs) = {w:} e p(K:4J:) = {vi}. 1 Por
outro lado, a partigdo sobreposta das duas particées de Q@ aqui

+ Caso as fungdes ¢ e p se identifiquem, torna-se inevitavel a igualdade
Wt = Vs,
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N

consideradas sujeita-se ao coroldrio 44’ e a observagio anexa;
logo a dita particdo sobreposta faculta representacées compativeis
e paralelas para as duas fungées & e p, a saber:

f({w}) - KAJE.:;éo [{Wt}'IK
t Q

8

L )

t

(o)) = 3 [{w}I_ (o). (77)
KtAJ'¢OQ s

s t

Recordando o texto subsequente & férmula 76), reconhecemos
imediatamente que qualquer uma das representagdes da férmula
77) s6 excepcionalmente serd uma representagdo canénica. Nio
tem importancia porque, no caso vertente, o paralelismo interessa
mais do . que a canonicidade. — Por fim, se as representacdes
compativeis correspondentes a 76) e a 76’) forem ambas intrans-
numeravelmente [ou finitamente] compativeis, é ébvio que o
mesmo sucede com as representagdes paralelas da férmula 77).
Este facto e a natureza especial da representagdo canénica duma
funcdo elementar [ou simples] T permitem afirmar a seguinte
propriedade : «Caso as fungdes £(0) e p(0) sejam ambas elemen-
tares [ou simples], entdo elas admitem representagdes paralelas
ambas intransnumeravelmente [ou finitamente] compativeis.»

Exercicio 70. Mostre que a representacdo candnica duma fun-
¢do {w} = &{({o}) € a sua tnica representagio compativel se e s6
se ¢ for uma fungdo univalente, quer dizer tal que nenhum w
possa provir de dois pontos o distintos. Havera alguma conexio
entre a propriedade referida e o relacionamento das poténcias dos
espagos (o) ¢ W(w)?

+ Vista na férmula 75°).
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§ 22 — FUNCOES MENSURAVEIS ARBITRARIAS

1. Generalidades

Retomemos os espacos (o) e W(w) do § 21, a funcéo directa
w = {(o) de dominio @ da férmula 67), a funcdo de conjunto
M = £(K) de dominio 2° da férmula 68) e ainda a funcio inversa
L = (M) de dominio 2V da férmula 70).

Seja M uma classe ndo-vazia e formada por conjuntos M < W,
classe essa que vamos tomar para subdominio de 9 e 4 qual cor-
responde o subcontradominio L = n(M), formado por todos os
conjuntos L = (M) tais que MeM. Talvez valha a pena referir
que se admite quer M = 2V quer M propriamente contido em 2%
e que qualquer classe de transformados inversos contidos em Q
€ uma classe L atingivel por uma escolha adequada de M. Seja
como for, vamos chamar a L classe induzida em Q pela funcdo
(directa) ¢ e pela classe M <2V,

Partindo duma classe L arbitraria, vamos designar por P a
classe formada por todos os conjuntos P < W (quer pertencam
a M quer nio pertencam) sujeitos & condi¢do n(P)eL. A esta nova
classe vamos chamar classe induzida em W pela funcio £ e pelq
classe L = n(M). Atendendo as consideracdes feitas a volta da
férmula 70), reconhece-se imediatamente que vale sempre P > M
e que é possivel P conter propriamente M. Servem para exem-
plo um espaco W formado por dois ou mais pontos, uma funcio
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£(o) degenerada na constante weeW e ainda a classe M =
= {{wo}, {wo}~}, caso este em que L ={2,0,} e P =2V contém
propriamente M.

Posto isso, se = for alguma das operagdes de unido, inter-
seccdo, complementagdo e subtracgdo e se recorrermos a 7:(teT),
quer dizer a = a incidir sobre conjuntos ou M:eM ou Lt = n(M:):L
formando uma classe consentinea com a operagéo incidente, entdo
o teorema 43 e os exemplos 68 e 69 fazem corresponder a qualquer
escolha permissivel dos LicL a relacdo

me(Le) = 7e[9(M:)] = n [7(Me)], (78)

vélida para quaisquer MM tais que n(M:) = L¢, donde =«(L)eL
sempre que se possa dispor do ultimo membro de 78) por forma
que 7«(M¢)sM. Por outro lado, qualquer escolha permissivel de-
conjuntos P:eP, quer dizer tais que n(P:) = LteL, conduz a

77(Pe)] = ne[n(Pe)] = 7e(Ls) (78)

donde concluimos que 7.(P:)eP sempre que 7(L:)eL.

Em face do exposto, reconhecemos que vale a seguinte pro-
priedade :

«Caso a classe M [ou L] seja fechada com respeito &4 opera-
¢do 7, o mesmo sucede a correspondente classe induzida L [ou P].»

Em particular, caso M [ou L] seja um anel [ou anel-s ou alge-
bra ou algebra-¢], 0 mesmo sucede a classe induzida L [ou P].
Aqui interessa-nos preponderantemente o caso em que M [ou L]
é uma dlgebra-o e logo L [ou P] resulta também uma dlgebra-o,
a qual vamos chamar dlgebra-o induzida em @ [ou W] pela fun-
¢do £ e pela dlgebras M [ou L]. Nesta conformidade, a algebra-o
original M [ou L] permite formar o espaco mensuravel (W,M)
[ou (©,L)] e a algebra-o induzida L [ou P] permite formar o novo
espaco mensuravel (2,L) [ou (W,P)], a que vamos chamar espago
mensurdvel induzido em Q@ [ou W] pela funcdo & e pelo espaco
mensurdvel (W,M) [ou (Q,L)].

Chegados a este ponto, chamamos a atengio do leitor para o
seguinte: Escolhida a 4lgebra-o M, as suas homoélogas induzidas
L<L2% ¢ PL2V dependem de u, com n a representar a funcio
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inversa de £ e com as 4lgebras-o induzidas eventualmente inapro-
priadas aos fins em vista. Nestes termos, o apoio exclusivo em al-
gebras-o induzidas por fungdes directas facultativas pode levantar
dificuldades que obviamente se acentuam na hipétese de lidarmos
simultaneamente com véarias fungdes directas. Eis a razdo prin-
cipal para as consideracBes dos numeros subsequentes.

Exercicio 71. Recordando a definicdo de dfomo dum espaco
mensuravel, dada no n.° 1 do § 13, mostre que, proposta uma fun-
cdo w = £(0) com dominio igual ao espago € e com contrado-
minio E contido no espago W, o facto de todo o conjunto elemen-
tar {w} €< E ser um atomo do espaco mensuravel (W,M) acarreta
que os conjuntos da particdo induzida em @ por £, definida a
propésito da férmula 74), sejam por sua vez atomos do espago
mensuravel (Q,L) induzido por £ e por (W,M).

2. Formulagdes do conceito de funcio mensuravel

Segue uma definicdo muito importante para fins ulteriores.
Escolhidos os espagos mensurdveis [Q(e),A(A)] ou (2,4) e
[W(w),M(M)] ou (W,M), a funcdo (directa) w = £(0) definida
pela férmula 67) [ou 66)], com dominio igual ao espaco QeA [ou
igual ao conjunto mensuravel e ndo-vazio D=A] e com contradominio
E<W Jou FL W], é denominada fungio mensuravel (por vezes
fungdo medivel) quando se parte de (Q,A) e com respeito a (W,M)
se e sb se, seja qual for o conjunto MeM, pertencer a A o trans-
formado inverso n(M), quer dizer o conjunto formado por todos
os pontos 0eQ [ou weDeA] tais que £(w)eM. Aqui podemos omitir
qualquer uma das referéncias a (Q,4) e a (W,M) sempre que o
contexto nao deixar margens para ddvidas.

As duas versdes da nossa definicdo de funcdo mensuravel
apoiam-se em versdes diferentes para a definigdo de £, correspon-
dentes as férmulas respectivamente 67) e 66), cujo relacionamento
se viu no n° 1 do § 21. Neste contexto, tem interesse o

Teorema 45. «<Dados os espacos mensuraveis [Q(w),A(A)] e
[W(w),M(M)], resultam equivalentes as duas versdes da definicio
de mensurabilidade duma func¢io w = £(e) com dominio mien-
surdvel. Em complemento, dada uma funcio mensuravel £(w)
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definida em @ e reduzida a uma constante weeW sobre um conjunto
ndo-vazio Aed, entdo, escolhido arbitrariamente um woeW, serd
também mensuravel a fungdo £(w) que se obtém igualando £ a ¢
sobre A~ e igualando £ a Wy sobre A. Por fim, é mensuravel toda
a funcio £ com dominio DeA e degenerada em constante.»

Demonstragio. a) A equivaléncia referida no enunciado sé
carece de prova caso o dominio D da férmula 66) pertenca a A
sem ser vazio nem igual a Q, situagéo essa que passamos a admitir.
Ora, sendo w = {(») uma funcio definida em D e mensuravel,
quer dizer tal que todo o transformado inverso n(M) est4 contido
em D e pertence a 4, e sendo £(0) uma qualquer das ampliacdes
de £ definidas por 67), quer dizer tal que £ coincide com £ em D
e que é'(w) = woeW para todo o «eD~, entdo a inversa 7 de £ faz
corresponder a todo o M tal que weeM™ um transformado inverso
2(M) = n(M)eA e faz corresponder a todo o M tal que we:M um
transformado inverso 7(M) = n(M) + D~:A (veja-se o teorema 10).
Por outro lado, se a ampliaciio £(«) for mensuravel, quer dizer
tal que todo o transformado inverso 7(M)eA, entdo a inversa 7
de £ faz corresponder, por um lado, a todo o M tal que woeM™
um transformado inverso 9(M) = 7(M)sA e faz corresponder, por
outro lado, a todo o M tal que weetM um transformado inverso
(M) = 7(M) AD:A. Em face do exposto, concluimos que ha
efectivamente equivaléncia entre as duas versdes de mensurabi-
lidade que estdo em causa.

b) Passemos para a parte complementar do enunciado pondo
A = D~ e comecando por supor A= D néo-vazio. Entdo, a hipé-
tese de mensurabilidade da funcio £(0) definidaem Q e a parte a)
da nossa demonstragio provam a mensurabilidade da funcio £()
que se obtém a partir de ¢ substituindo @ pelo novo dominio D.
Em seguida, a parte a) da nossa demonstragdo prova a mensura-
bilidade da funcéo i(o) do enunciado, que nao é sendo a ampliacdo
de £ que coincide com £ em D e que vale WosW para todo o weD™.

¢) Falta considerar a parte complementar do enunciado no
caso de se ter A = ©, caso esse em que qualquer uma das fun¢Bes
£ e £ com dominio © se reduz a uma constante sobre Q. Nesta
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conformidade, a nossa demonstracgéo ficard completada se conse-
guirmos provar a mensurabilidade de qualquer constante definida
em © (a qual implica, por via de a), a mensurabilidade de qualquer
constante definida num conjunto DeA). Ora a mensurabilidade
citada em primeiro lugar ocorre efectivamente porque, se £(o) =
= woeW para qualquer «=Q, entdo, seja qual for M, ou vale woeM
e 7(M) = QeA ou vale woeM~ e n(M) = Oe4, c.q.d.

Observagdo. A demonstracio do teorema 45, ainda que extensa,
é de estrutura muito simples e justifica conclusdes por vezes muito
uteis. Eis a razdo por que apresentamos o teorema nesta altura,
muito embora varias teses suas sejam casos particulares de outras
que veremos mais adiante. Por outro lado, a nossa defini¢do de
mensurabilidade da fun¢do w = £(«), quando se parte de (Q,4)
e com respeito a (W,M), estabeleceu-se através da relagdo

n(M)eA para qualquer M:M, (79)

com 7 a designar a inversa de £, pelo que a mensurabilidade de £
se conserva no caso de se substituir A por outra dlgebra-c A’> A
(extraida de 22) e também se conserva no caso de se substituir M
por outra algebra-c M’ € M (extraida de 2¥). Na continuacdo deste
trabalho pode aparecer esta propriedade (6bvia) de dilatacdo-
-contracg@o, mesmo que nio se faca referéncia expressa a ela.
Neste contexto, as facilidades formais mais acentuadas corres-
pondem a um A’ igual 2 respectiva dlgebra-c méxima e/ou a um
M’ igual a respectiva dlgebra- minima.

Posto isso, vamos invocar o teorema 45 para nos cingirmos
3 primeira definicio de mensurabilidade da funcdo w = (), quer
dizer 2 defini¢do em que £ tem o dominio Q. Esta definicdo exige
que o transformado inverso n(M) € Q da férmula 70) pertenca
a A sempre que MeM. Contudo, a exigéncia pode reduzir-se assi-
nalavelmente gracas ao

Teorema 46. «Dados os espacos mensuraveis [2(0),A(A)] e
[W(w)M(M)], entdo a fungdo w = £(), definida em Q@ e com
inversa %, serd mensuravel se e s6 se, escolhida ao acaso uma e
s6 uma classe G geradora da algebra-c M, tiver lugar a relagéo

n(G)eA para qualquer GeG.» (79°)
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Demonstragdo. Sendo G° a &lgebra-¢ gerada por G, temos
por hipdtese G° = M, pelo que a férmula 56a) d4 G < M. Caso
a classe G seja vazia, resulta M = {W,0Ow}, vamos considerar tri-
vialmente satisfeita a relacdo 79°) e 3(W) = QeA juntamente com
7(Ow) = 0, A justifica a mensurabilidade de nido importa que
funcdo £ definida em Q. Nesta conformidade, passamos a supor
que a classe G € néo-vazia.

Ora, se ¢ for uma fungdo mensuravel, a relacdo de definicio
79) impée a relagdo 79’) como caso particular. Logo s6 falta pro-
var que 79°) implica 79). Admitamos entdo 79’) e designemos por
H o conjunto genérico tal que n(H)sA. Nao sé os conjuntos H
formam uma classe H > G, como também a propriedade subse-
quente a 78’) (transcrita de L e P para A e H) mostra que H &
uma algebra-o. Nesta conformidade, os resultados 56c) e b) con-
duzem a H > M donde concluimos que se verifica a relacdo 79),
c.q.d.

Exemplo 71. Se tomarmos a relacdo 79) para condic¢éo neces-
saria e suficiente de mensurabilidade da funcdo w = £(0) com
dominio @, isto quando se parte de (2,4) e com respeito a (W,M),
entdo a definicdo da Algebra-o 9(M) induzida em Q@ por £ e M,
apresentada no n.° 1, faz com que a relagdo entre dlgebras-o

2(M)< A (79”)

seja também uma condi¢do necessdria e suficiente para a men-
surabilidade da nossa funcdo §. Ora é 6bvio que 79”) ndo pode
falhar nem quando A = 2% nem quando M = {W,Ow}, donde n(M)=
= {0,0,}. Assim reconhecemos que o nosso conceito de fungdo
mensuravel s6 oferece interesse quando A for diferente da alge-
bra-¢ maxima tirada de Q e, simultanecamente, M for diferente da
algebra-c minima tirada de W.

Exercicio 72. Use o teorema 46 e os exemplos 41 e 43 para
construir um exemplo genérico, tdo simples quanto possivel, duma
fungdo w = #(e) definida em Q@ que deixe de ser mensurivel,
quando se parte de (2,4) € com respeito a (W,M).
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3. Mensurabilidade de composicoes

Vamos juntar um terceiro espago mensurdvel [W(w’),M’(M’)]
aos espagos mensuraveis [2(0),A(A)] e [W(w),M(M)] do n° 2
e, além disso, vamos considerar as funcGes directas w = £(o) e
w’ = £(w), a primeira de dominio @ e de contradominio E < W
e a outra de dominio W e de contradominio E’< W’, isto nos
termos da definigio 67) para cada uma das fungdes de ligacdo.
Entdo, a férmula 70) faz corresponder as fung¢des inversas L =
= n9(M) e L’ = 9’(M’), a primeira de dominio 2V e de contrado-
minio contido em 2% e a outra de dominio 2V e de contradominio
contido em 2V.

As funcées directas consideradas permitem formar a fungdo
composta ou composicio W’ = & [£(0)] = £’(») onde o dominio
é @, onde & se aproveita sobre E, onde o contradominio esti con-
tido em E’ e onde £ e & sdo as chamadas funcées componentes,
respectivamente primeira e segunda. Entdo, escolhido arbitraria-
mente um conjunto M’ < W’ (ndo necessariamente pertencente
a M’), ndo sé a funcdo inversa 7’ faz corresponder a M’ o conjunto
7’(M’) = L’<W que ¢ formado por tedos os pontos w que £
envia para M’, como também a funcéo inversa 5 faz corresponder
a L’ o conjunto n(L’) = L” € @ que ¢ formado por todos os pontos
w que £ envia para L’. Se pusermos L” = n[»(M’)] = Z(M’),
reconhecemos, atendendo a férmula 73), que

L7 =9 ([v(M*)]17) = 9[n’(M7)] = {(M7).
Assim concluimos que L” é o conjunto formado por todos os o
que £’ envia para M’, pelo que a composicdo ¢ se identifica com
a funcdo inversa n” de £” na acepgdo correspondente a 70).

Em face do exposto, concluimos que vale a relagdo

(') é a fungdo inversa de £(&), (80)
a qual refere que a funcio inversa da composicio de duas funcées,

tomadas por uma certa ordem, é a composicio das suas inversas,
tomadas pela ordem oposta.
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Neste contexto, vamos chamar restrigdo da fungdo & ao
subespago W/E e vamos representar pelo simbolo £ . a funcdo
definida em 2%/® pela relagédo

£ (M/E) =§&(MAE) para qualquer MW, (80°)

W/E

fungdo essa que terd uma inversa 7, na acepcio da férmula 70).

Ora, dada a funcdo de ligagdo w = £(»), o seu contradominio
no espago W é o conjunto E € W e o seu contradominio no subes-
paco W/E é o préprio subespaco. Nesta conformidade, seja qual
for o conjunto M £ W, primeiro o texto que antecede a férmula
70) da (M) = (M A E), em seguida a defini¢do de restri¢do dum
conjunto a um subespago impde a igualdade entre n(M A E) pro-
veniente de W e n(M/E) proveniente de W/E e, por fim, resulta
a relagéo

7(M) = 9(MAE) = 9(M/E) para qualquer M<W.  (80”)

O que precede ndo envolve o conceito de wmensurabilidade
nem de conjuntos nem de funcgdes.

Posto isso, passamos a contar com as algebras-c AM e M.
Nesta conformidade, temos o

Lema 47,. «Dados os espagos mensuraveis [Q2(e),A(A)] e
[W(w),M(M)] e dada a funcdo w = £(e) definida em 2 e com
contradominio E € W, havera mensurabilidade de £ com respeito
ao espago mensurdvel (W,M) se e sé se houver mensurabilidade
de £ com respeito a restricio (W,M)/E.»

Demonstracdo. Comecemos por notar que (W,M)/E =
= (W/E,M/E) é um espago mensurdvel (veja-se o teorema 22 e o
texto que antecede o exemplo 52). Entdo, a tese decorre do facto
de 80”) implicar que 7(M):A se e s6 se n(M/E)eA.

Segue o teorema fundamental relativo a composi¢do de fun-
¢bes mensurdveis ou seja o
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Teorema 47. «Sdo dados os espagos mensuréaveis [2(w),A(A)],
[W(w),M(M)] e [W/(w)M(M)] e é dada a funcdo w = £(o)
com dominio ©, com contradominio E € W e mensurdvel com
respeito a (W,M). Entdo, se w = &(w) for uma fun¢do com do-
minio W e com restrigdo «EW . ao subespagco W/E, a composigéo
£(£) resulta mensuravel com respeito a (W’,M’) sempre que £}, 1o
referido a (W,M)/E, for mensuravel com respeito a (W’,M’). Mais
resumidamente : E mensurdvel a composicdo duma funcido men-
surdvel com outra funcgdo tal que seja mensuravel a sua restrigdo
ao subespaco determinado pelo contradominio da primeira com-
ponente.»

Demonstrac¢do. Se referirmos a funcio definida pela relacdo
80") a (W,M)/E, ela resulta definida em W/E e sujeita & hipbtese
de ser mensuravel com respeito a (W’,M’), pelo que a sua inversa
satisfaz a relagdo '

"y (M') = M/EeM/E para qualquer M'sM’.

Por outro lado, a hip6tese da mensurabilidade de £ com res-
peito a (W,M) e o lema 47, impGem a relagio

7(M/E)eA para qualquer M/E<M/E.

Dai e da relacdo 80) concluimos que a fungéo inversa da com-
posigdo & . (&) satisfaz a relacdo

(7y,x (M'))eA para qualquer M’eM’.

Nesta conformidade, a nossa tese decorre do facto' de poder-
mos equiparar as composicdes £ - (&) e £(8).

Ha um caso particular importante do teorema 47 que é con-
substanciado no

Corolario 47. «Com os dados do teorema 47, a composicao
£(£) resulta mensuravel com respeito a (W’,M’) sempre que a fun-
¢do & for mensuravel com respeito a (W’,M’). Mais resumidamen-
te: é mensuravel a composi¢iao de duas fungdes mensuraveis.»
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Demonstragdo. Seja qual for M’sM’, a hipétese posta no enun-
ciado da #’(M’) = MeM. Como £ envia para M’ qualquer ponto
weM A E € M e nio envia para M’ nenhum ponto weM~A E, con-
cluimos que M/E é o conjunto formado por todos os pontos w
que £y 5 referido a (W,M)/E, envia para M’, donde »’ W/E (M) =
= M/ EeM /E. Fica assim provada a mensurabilidade de &, ., quan-
do se parte de (W,M)/E e com respeito a (W’,M"). Logo o teorema
47 demonstra a tese do nosso corolério, c.q.d.

Observagdo. Podiamos ter transformado o coroldrio 47° num
teorema independente de demonstragéo simplicissima, por recurso
a relacdo n(7’(M’)) = n(M)eA. Mas, ao proceder deste modo, podia
passar despercebida a seguinte propriedade (implicita na demons-
tracdo do coroldrio 47’): «Escolhidos arbitrariamente um espaco
mensuravel (W,M) e um conjunto ndo-vazio E < W, a mensura-
bilidade duma funcio definida em W, quando se parte de (W,M)
e com respeito a (W’,M’), implica a mensurabilidade da restrigao
dessa funcdo ao subespaco W/E, quando se parte de (W,M)/E e
com respeito a (W', M’).» — Esta propriedade apresenta a faceta
notdvel de ser vdilida quer EcM quer EsM~ (quer E seja mensu-
ravel quer ndo o seja).

Exemplo 72. O caso particular E = W faz coincidir as funcdes
£eb, . da férmula 80'). Caso se tenha E propriamente contido
em W, pode suceder que se verifique a condigdo suficiente do
teorema 47 sem que se verifique a condicdo suficiente do
corolario 47. E o que sucede quando o espagco W = {wy, wi, w:},
a dlgebra-c M = {W,0w,{w2}, {w2}"}, o espaco W’ = {w),w}}, a
algebra-c M’ = 2", o contradominio E = {wo, w2}sM~, o transfor-
mado &£({wi}) = {w,} e, por fim, o transformado &({w;}~) =
={w}}. A situacdo serd a mesma se mudarmos E para {w;}eM
e se conservarmos os dados restantes.

Exemplo 73. Caso se tenha A =2%[ou M = {W’,0w}], o
exemplo 71 mostra que a funcdo composta e a primeira [ou se-
gunda] funcdo componente do teorema 47 serdo mensuraveis em
relacdo aos espagos mensuraveis incidentes, mesmo que se liberte
a segunda [ou primeira] funcdo componente de qualquer com-
promisso. Optando pela versio A = 29 podemos ilustrar a afirma-
¢do feita com a particularizacio referida no exemplo 72, desde

256



que ai mudemos E para {w,, wi} e desde que ai conservemos os
dados restantes (mudanga essa que faz com que nem sequer se
verifique a condigdo suficiente do corolario 47°).

4, Restricao a um conjunto mensuravel

Dados os espagos mensuraveis do n.° 2, suponhamos que a
funcdo w = £(0) tem o dominio Q.

Escolhide arbitrariamente um conjunto K < Q, vamos chamar
restri¢do da fungdo ¢ a K ou funcdo ¢ truncada por K e, além disso,
vamos representar pelo simbolo éx(o) ou abreviadamente por éx
qualquer funcdo definida em © que se identifique com £ sobre K
e que, caso valha K propriamente contido em Q, se reduza sobre
K~ a alguma constante wecW, seleccionada segundo algum critério
considerado conveniente na ocasido.t Entdo, torna-se ébvio que
£, se identifica com £ e que £, degenera em constante.

O que precede ndo envolve o conceito de mensurabilidade
nem de conjuntos nem de fungbes. Posto isso, podemos introduzir
o conceito referido para chegarmos ao

Teorema 48. «Propostos os espagos mensuraveis [Q(o),A(A)]
e [W(w),M(M)] e sendo w = £(o) uma fungfo definida em ©
e mensuravel com respeito a (W,M), entdo serd também uma
funcdo mensuravel com respeito a (W,M) toda a restricdo £s(o)
para a qual o conjunto de truncagem seja um conjunto mensura-
vel Aed.»

Demonstragdo. Suponhamos que o conjunto A e a fungio £
satisfazem as condigdes do enunciado. Como o caso A = @ é mes-
mo 6bvio, vamos admitir a relagdo A propriamente contido em Q.
Entdo, éa(e) = £(e) sobre A e £(0) = weeW sobre A~. Sendo 79
e na as fungBes inversas respectivamente de £ e de £a, isto na
acep¢do da férmula 70), sucede que, escolhido arbitrariamente

+ Naio se deve confundir a restricdo de ¢ ao conjunto K, eventualmente
vazio, com a restricio de ¢ ao subespago ©/K, com X necessariamente
nio-vazio (compare-se com o n.° 3).
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um conjunto MeM, a hipétese weeM™ implica 7a(M) = A A (M )eA4
e, além disso, a hip6tese weeM implica 7a(M) = (A A »(M)) + A—:A.
Concluimos assim que a fungfo £x é efectivamente mensurdvel
com respeito a (W,M), c.q.d.

Observag¢do. O caso A~ = Q esta incluido na demonstracido
precedente, embora ja tenha sido considerado na parte final do
teorema 45 (caso D = Q).

Exemplo 74. Consideremos os espagos mensuraveis do teorema
48, suponhamos que A 7= 2% e tomemos uma funcdo mensuravel
é(w), definida em Q@ e reduzida a uma constante woeeW. Entdo, se
o conjunto KeA~, temos a seguinte situacdo: por um lado, a trans-
cricdo da propriedade posta na observagdo ao corolario 47 de
W' M’ ,W,M e E para W,M,2,A e K mostra que a restricdo do nosso £
ao subespago ©/K é uma funcdo mensuravel com respeito a (W,M) ;
por outro lado, a restri¢do do nosso £ ao conjunto K deixa de
ser uma funcio mensurivel com respeito a (W,M), desde que
se escolha um Wy=%wo para determinacido dessa restricdo nos
pontos «eK~ e desde que se admita a existéncia dum conjunto MsM
tal que woeM e WoeM™. T Vale a pena comparar a situagdo descrita
com a nota posta no principio deste n.°.

5. Funcbes e.m. e fungdes s. m.

Dados os espacos mensuraveis dos n.* 2 e 4 e dada uma fun-
¢do (directa) w = £(»), sabemos, pelo que atrds ficou exposto,
que ndo se perde em generalidade supondo que o dominio de
£ é Q, isto quer para efeitos da defini¢do de funcdo elementar ou
simples quer para efeitos da defini¢do de fungdo com dominio
mensuravel e ela prépria mensurdvel com respeito a (W,M).

1+ Embora a restri¢io do texto ndo seja mensuravel, ela admite a cons-
tante original w, como restrigdo a K; logo ela proporciona um exemplo
duma funcfo nao-mensuravel que admite uma restricio mensurdvel a um
conjunto nio-mensuravel.
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Partindo entdo de (2,4), vamos chamar funcdo e. m. com res-
peito a (W,M) a toda a fungio £ definida em @, elementar e men-
suravel com respeito a (W,M) e, além disso, vamos chamar funcdo
s.m. com respeito a (W,M) a toda a funcdo £ definida em ¢,
simples e mensuravel com respeito a (W,M). Claro que uma fun-
¢do s.m. com respeito a (W,M) é também uma funcdo e. m. com
respeito a (W,M) e que uma fungio (degenerada em) constante
sobre Q é também uma fung¢éo s. m. com respeito a (W,M) (veja-se
a parte final do teorema 45).

Posto isso, temos o

Teorema 49. «Propostos os espacos mensuraveis [2(o),A(A)]
e [W(w)M(M)] e dada a funcdo w = &(), elementar e definida
em Q, seja 7 a fungdo inversa de £ na acepg¢do da férmula 70), seja
E = {wo, w1, W, ...} €W o contradominio de £ e sejam Ex(k =
=0,1,2,...) os atomos da restricio (W,M)/E, quando reinterpre-
tados como conjuntos contidos em W. Entdo, ¢ sera uma fungéo
e.m. com respeito a (W,M) se e s6 se, escolhido arbitrariamente
um e sé um valor &’ de k, tiver lugar a relacio

7(Ex)eA para qualquer k = k'.» (81)

Demonstracdo. Seja w = £(o) uma funcdo elementar com
dominio €. Comecemos por notar que o contradominio E, certa-
mente nio-vazio, tem a forma referida no enunciado, isto devido
a definicdo de funcgio elementar. Entdo, ndo sé6 o teorema 22
institui a classe M/E em 4dlgebra-c tirada do espaco intrans-
numeravel W/E, como também o corolario 17’ assegura a exis-
téncia duma decomposicio irredutivel do espaco mensuravel
(W,M)/E, a qual se compde de conjuntos ndo-vazios ou (melhor)
de atomos Mi/E(k = 0,1,2,...) disjuntos dois a dois, com MzeM
para cada k e tais que a formula 25a) e a definicdo de decompo-
sicdo dum espago mensuriavel conduzem a E/E =W/E :g( M;/E).
Assim a reinterpretacdo dos conjuntos Mi/E como conjuntos
Mi; A E = Ex contidos em W (e até em E), obviamente ndo-vazios
e disjuntos dois a dois, faz com que a férmula 27b) dé E/E =
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=V (My/E) = (Y Mx)/E, donde, atendendo as férmulas 25a) e

13), a relacdo

E=EAE = (ZMk)AE = kﬁEk, com Ey£0; para cada k.
(82)

Dai e da férmula 72’) concluimos que & = »(E) = ;? (Eg).
Portanto, as relacdes 18), 81) e 54) impGem 7(Ewx )eA, donde con-
cluimos que hé equivaléncia entre a relagdo 81) e a relacéo

n(Ex)eA para qualquer k& admissivel. (83)

Neste contexto convém esclarecer que, caso 0 seja o tnico
valor admissivel para k, podemos considerar trivialmente satisfeita
a relacdo 81), enquanto a relagdo 83) se torna trivial sob a forma
7(Eo) = n(E) = QeA. Por outras palavras, afasta-se a eventualidade
duma excepgio para a equivaléncia entre as relacdes 81) e 83).

Posto isso, vamos conduzir a demonstracédo tomando por tese
que a relagfo 83) é a condigdo necessaria e suficiente do nosso
teorema.

Admitamos entdo a condicdo 83). Seja qual for o conjunto
MeM, o teorema 14 permite igualar M/E a uma soma parcial (even-
tualmente vazia) %(Mx /E) tirada de %(M;;/E), pelo que as rela-
¢coes 80”), 72') e 54b) dédo

7(M) = 7(M/E) = 3 n(Mi/E) = 3 n(E1)=4,

donde concluimos que a nossa fungdo £ é uma fungdo mensuravel
com respeito a (W,M) e, portanto, é uma funcdo e. m. com respeito
a (WM).

Em face do exposto, sé falta provar que a mensurabilidade
de ¢ com respeito a (W,M) impde a relacdo 83). Ora a mensura-
bilidade referida e o lema 47, impdem a mensurabilidade de ¢ com
respeito a (W,M)/E, pelo que pertencem a A todos os transfor-
mados inversos 7(Mx/E) = n(Ex), c.q.d.

260



Observagao. O caso das fungdes s. m. com respeito a (W,M)
é o caso particular do teorema 49 em que o conjunto E ¢ finito.
— Talvez valha a pena acrescentar que a parte da demonstragdo
precedente onde se comeca por admitir a condi¢io 83) é uma
parte que consente a seguinte alternativa: Primeiro obtém-se
7n(My/E)eA para cada k admissivel, depois o teorema 14 assegura
que os conjuntos ou atomos Mi/E formam uma classe geradora
da algebra-c M/E, em seguida o teorema 46 impde a mensurabi-
lidade de £ com respeito a (W,M)/E e, por fim, o lema 47, conduz
4 mensurabilidade de £ com respeito a (W,M). Contudo, os con-
juntos Ex ndo formam obrigatoriamente uma classe geradora de
M e nem sequer pertencem obrigatoriamente a M. Examine-se, a
propésito, o caso em que E = {wo} = E; e em que M ou ¢ a 4lge-
bra-c gerada pela classe { {w.}} ou é a 4lgebra-c gerada pela classe
{{wo}, {w1}}, ambas extraidas de W = {wo, wy, w2 }.

Exemplo 75. A condigdo 81) do teorema 49 tem valor cons-
trutivo no sentido de facultar o acesso directo a funcOes e.m.
com respeito a (W,M) ndo abrangidas pela parte final do teorema
45 (fungdes constantes) nem pelo exemplo 71 (A dlgebra-c maxima
ou M algebra-c minima). Exemplifiquemos com o caso em que:
Q = {wp, @y, 0y, ..., ad infinitum}, o espaco mensuravel (Q,4)
admite a decomposigdo irredutivel {{wo, o1}, {02, @3}, {04, 0s},...}, 0
espaco W = {Wo, W1, Wy, ..., ad infinitum}, a lgebra-c M =2V, o
contradominio E = W donde Ex = {wi} para k = 0,1,2, ..., o trans-
formado inverso 7(Ex) = {osm,0s1,0m2,0503} para todo o k e, seja
qual for k, vale Wi = £(wmm) para h = 0,1,2,3. A fungido w = £(v)
assim construida tem o dominio @ e é e. m, com respeito a (W,M)
sem ser uma funcio simples, mas passa a ser uma funcdo s.m.
com respeito a (W,M) se supusermos que Q tem um ultimo ponto
de indice congruente com 4 médulo 3, que W fica com a quarta
parte dos pontos de @ e que se mantém as condigbes restantes.

Exercicio 73. Dados os espagos mensurdveis do teorema 47,
prove o seguinte: «Para que a composicdo de duas fungdes resulte
uma funcdo elementar [ou simples], é condicdo suficiente que
a primeira componente seja uma fungédo elementar [ou simples]
e, por outro lado, é condicdo necessaria que seja elementar [ou
simples] a restricio da outra funcdo componente ao subespaco
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obtido a partir do contradominio da primeira componente. Em
particular, se forem mensuréveis a primeira componente e a res-
tricdo referida a propésito da outra componente, a qualidade da
composicdo de ser uma funcéo e. m. [ou s.m.] tem por condi¢édo
suficiente que a primeira componente seja uma funcao e.m. [ou
s.m.]e, por outro lado, tem por condi¢do necessaria que a restri¢ao
em causa seja uma func¢do e.m. [ou s.m.].»

Exercicio 74. Dados os espacos 2(o) e W(w), a fungdo w =
= £(o) elementar (e definida) em Q@ e a algebra-c M(M) extraida
de W, mostre que £ resulta uma fungio e. m. com respeito a (W,M)
desde que se transforme @ em espago mensuravel através duma
algebra-c A que contenha a &lgebra-c gerada pela classe dos con-
juntos 7(Ex) da férmula 81).

6. RepresentacOes mensuraveis

Retomando mais uma vez 0s espagos mensuraveis dos n.° 2
e 4, suponhamos que a funcdo w = £(0) tem o dominio @ e o
contradominio E € W. Entdo, qualquer representacdo compativel
[ou intransnumeravelmente compativel ou finitamente compativel]
com £, quer seja candénica quer ndo o seja, pode ser dada pela
férmula 76) e é denominada representagcdo mensurdvel [ou men-
surdvel e intransnumerdvel ou mensurdvel e finita] se e sé se os
respectivos conjuntos K:, com transformados directos £(K.) =
= {w:} € W, forem todos mensuriveis em relagdo a (Q,4).

Nesta conformidade, vamos considerar duas fungées £(w) e
p(»), cada uma delas com dominio @, com contradominio contido
em W e com representa¢gdao mensuravel [ou mensuravel e intrans-
numerdvel ou mensuravel e finita], esta dada pela férmula 76)
no caso de £ e pela férmula 76’) no caso de p. Entdo, a férmula
77) e a propriedade 54b) facultam representacbes compativeis
e paralelas para £ e p que ndo podem deixar de ser ambas repre-
sentacées mensurdveis [ou mensurdveis e intransnumerdveis ou
mensurdveis e finitas], facto esse importante para o estudo simul-
taneo de duas funcdes do tipo referido, eventualmente elementares

ou até simples.
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Caso a funcdo £ supracitada seja elementar, a sua representa-
¢do canénica dada pela férmula ou 75) ou 75’), as propriedades
da adi¢do de conjuntos e as propriedades dos conjuntos E; do
teorema 49, com destaque para a relacéo 82), permitem estabelecer
a seguinte variante da representagdo candnica de &:

. [iw) T

e (™}

§({o}) =3 ( O (84)

em relacdo a qual se verifica a condigdo 83) se e s6 se § for uma
funcio e. m. com respeito a (W,M).

Por outro lado, a defini¢do de fungdo mensurével torna ébvio o

Teorema 50. «Dados os espagos mensurdveis [Q(o),A(A)] e
[W(w),M(M)] e dada a funcdo w = £(«) com dominio ©, com
contradominio E e mensuravel [ou e.m. ou s.m.] com respeito
a (W,M), entdo a hip6tese {w}eM para todo o ponto weE obriga
a representac¢io canénica de £ a ser uma representacdo mensuravel
[ou mensurével e intransnumeravel ou mensuravel e finita].»

Exemplo 76. Consideremos o caso especial em que o espago Q
tem mais do que um ponto, A propriamente contido em 2%, a fun-
¢do £(o) vale wo ou w; 7= wo conforme 0eCeA~ ou weC~, 0 espago W
tem no minimo trés pontos e, por fim, M = {W,0Ow, {wo, w1},
{wo, w1}~ }, donde {wo, wi} = E = Eg e n(Ey) = QeA. Ora o teorema
49 garante que £ é uma fungdo s. m. com respeito a (W,M). Neste
caso, o transformado inverso C de {wo} = F, propriamente contido
em E, ndo pertence a A e, portanto, a representacdo canénica 84),
dada pela expressdao

E({o})= [{wo) I (o)1 + [{wi}-I (@)1,

2{%}) 2({"1})
deixa de ser uma representacdo mensuravel, coisa essa que nio
poderia acontecer se £ fosse s. m. e F, pertencesse a M juntamente
com E, Escusado seri dizer que n({wo}) =C e 9({w1}) =C,
pelo que basta que (2,4) admita um 4tomo contendo C ou C~
para que nenhuma representacdo compativel com £ seja uma re-
presentacdo mensuravel —isto apesar da mensurabilidade de £
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com respeito a (W,M). Nesta conformidade, as hipdteses Q@ =
= {og, 01, 02}, A ={2,0,,{02},{e2}"} e C” ={o} impSem a exis-
téncia de fungbes mensurdveis (s.m.) sem qualquer representagdo
compativel que seja mensurdvel.

Exemplo 77. Retomemos a fungdo w = {(«») do exemplo 75,
uma fun¢do e.m. com respeito a (W,M), na versio em que o
espago @ ¢ infinito [ou finito]. Entéo, a relacdo M = 2V faz com
que se verifique a hipdtese referida a meio do enunciado do teo-
rema 50. Logo a representacdo canénica de £, dada pela férmula
75’), ndo pode deixar de ser uma representagio mensuravel e
intransnumerivel [ou finita]. Por outro lado, se tomarmos a par-
ticdo de Q@ que é compativel com £ e que ¢ formada ou pelos con-
juntos {wa, @41} (j =0,1,2,...) ou pelos conjuntos {e:} (i=0,1,
2,...), entdo a correspondente representacdo intransnumeravel-
mente [ou finitamente] compativel

£({o}) = 3 [£( {w2s, wz31}) - T ()]

{mn, “’2i+1}

ou

£({o}) = % [E({o]) L, ()]

i}

é mensuravel no primeiro caso e deixa de ser mensuravel no outro
caso.

Exercicio 75. Suponha que 2(¢) é uma recta real X(x), que
L ¢ a algebra do exercicio 38 (ou seja a classe formada pelos con-
juntos intransnumeraveis contidos em X e pelos seus comple-
mentos), que C = {0 <x < 1} e que a funcdo w = £(») tem o do-
minio 2, tem o contradominio W e é univalente, quer dizer tal
que ndo existem determinagtes de o distintas entre si e conducen-
tes ao mesmo w. Nesta conformidade, mostre: que (2,4) é um
espaco mensurivel, quando se pde A = L; que (W,M) é outro
espaco mensuravel, quando se pée M = {W,0w, §(C),(£(C))~}; que
a funcdo considerada nio € mensurédvel com respeito a (W,M);
que, apesar disso, a representacéo canénica de £ é uma represen-
tacdo mensuravel.

264



§ 23 — COMPLEMENTOS AO ESTUDO DAS FUNGOES
MENSURAVEIS MAIS GERAIS

1. Cortes e transformados inversos

Dados os espacos mensuraveis [Q(«),A(A)] e [W(w),M(M)],
admitamos que © é o produto dos espagos Q:(e¢), com o indice t
a percorrer uma familia T, na qual se supde escolhido um dispo-
sitivo de entrada para as (pelo menos duas) determinacdes de t.
Entédo, o ponto genérico »eQ serd o ponto (o, teT) cujas coorde-
nadas sdo os pontos genéricos oisl:.

Posto isso, vamos retomar a situacdo descrita no n° 1 do §9
introduzindo os espagos-produtos parciais

Q*(o*) = é*ﬂt(m) e QF*(o¥F) = t->t<=* Q(ot),

marginais de @ cada um em relagdo ao outro, o primeiro de ponto
genérico o* = (o, t*¢T*) e 0 outro de ponto genérico o** =
= (ou, t**eT**), Além disso, vamos seleccionar arbitrariamente
um ponto fixo o* = (o, t*eT*).

Nesta conformidade, seja qual for a fungdo w = £(») com
dominio @ e com contradominio E € W, vamos chamar corte (fei-

to) na fungdo £ pelo ponto «* e vamos representar pelo simbolo
£/o* ou £(w)/o* a funcdo definida pela relagéo

§0)/@* = [Eo, teT)] (85)
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onde o segundo membro refere a fungdo definida em Q** que se
obtém, fixando em £ todos os argumentos «+ nas correspondentes
determinagbes o e conservando a plena variabilidade de todos
0s argumentos ow+, quer dizer do ponto «**:Q** A fungdo assim
definida resulta de £ e de o* por uma operagdo a que vamos atri-
buir a designag@o ja atribuida ao seu resultado. Neste contexto,
é uso designar a* por ponto cortante e £(o) por fungdo cortada.

Ora, atendendo 2 férmula 49a), podemos afirmar que o corte
£/o* tem o dominio Q/»*. Além disso, é 6bvio que £/o* tem um
contradominio E— <E e, caso os nimeros 0 ¢ 1 sejam valo-
res admissiveis para £, pode particularizar-se para a indicatriz
[Ia(or, tET)]w‘=a‘ que a férmula 48) faz corresponder a indicatriz I,
de qualquer A €Q (quer AeA quer AeA™).t Por outro lado, a de-
ducdo feita no texto que precede o exercicio 29 ¢ uma dedugdo
que se adapta as funcOes £ mais gerais agora consideradas, per-
mitindo concluir que a operagdo de corte (global) introduzida
através da férmula 85) pode resolver-se em operacbes de corte
(parciais), associativas e comutativas.

Por fim, seja 7 a funcdo inversa de £ e seja 1., a funcdo
inversa de {- = {/o*, ambas as inversas na acepgﬁowda féormula
70). Entdo, escolhido arbitrariamente um conjunto M<W, o
corte 7(M)/e* tera a indicatriz [Iﬂm]m’;o_ (dada pela férmula
48)), com valor igual a 1 se e s6 se o* = o* simultancamente
com «en(M) ou, equivalentemente, se e s se é& enviar o** para
M ou, ainda equivalentemente, se e sé se o**ey_ (M), Nesta con-
formidade, ficam identificadas as indicatrizes de n(M)/o* e de

1-, (M) e obtemos a igualdade
15, (M) = n(M)/o* (86)

entre o transformado inverso do corte feito na funcdo original e o
corte feito no transformado inverso da fungao original.

+ Fixados A e o*, a férmula 48) pode resumir-se dizendo que a indicatriz
do corte é o corte da indicatriz.
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Exercicio 76. Use o exemplo 25 e a férmula 48) para construir
um exemplo em que duas fungdes, tomadas em € e diferentes entre
si, sejam cortadas por um ponto de @* segundo cortes iguais um
ao outro.

2. Corte feito numa funcio mensuravel

O que precede nio envolve o conceito de mensurabilidade nem
de conjuntos nem de fungdes.

Supondo agora que o nosso ponto de partida € o espago men-
suravel (2,4) do n° 1, sabemos, pela parte final don.°2 do § 16, que

(QA)/o* = (0/*,A[e¥)

é outro espago mensuravel, o qual, uma vez fixado «*, se obtém a
partir de (2,4) por uma operagdo de corte (global) que pode resol-
ver-se em operagoes de corte (parciais), comutativas e associativas
(nos mesmos moldes validos para a funcéo £).

Ora, se quisermos saber como as coisas se passam quando se
instituem conjuntos mensuraveis em 2 e em W e quando simulta-
neamente houver mensurabilidade da funcdo de ligagdo £, entdo a
resposta ser-nos-4 dada através do

Teorema 51. «Dados os espacos mensuraveis [2(«),A(A)] e
[W(w),M(M)], suponha-se que @ é o produto de dois ou mais
espagos-factores, considerem-se dois espagos 2%(0*) e Q**(o™*) que
sejam marginais de Q cada um em relagéo ao outro, escolha-se arbi-
trariamente um e s6 um ponto cortante o *:Q e, por fim, admita-se
que w = £(o0) € uma funcio definida em Q@ e mensurével com res-
peito a (W,M). Entdo, se partirmos do espaco mensuravel igual
ao corte (2,4)/0*, o corte £{(»)/o* resulta uma fungido definida
em Q/w* e mensuravel com respeito a (W,M). Em estilo mais
abreviado e menos preciso: E mensuravel qualquer corte feito
numa fun¢do mensuravel.»

Demonstragdo. Sendo 71 e 7, as fungdes inversas utilizadas
na férmula 86), entdo, escolhido arbitrariamente um conjunto
MeM, primeiro a hipétese da mensurabilidade de £ com respeito
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a (W,M) impde a relagdo n(M)eA4, em seguida a definicido de corte
feito numa classe por um ponto implica a relagao n(M)/s*eA/a*
e, por fim, a férmula 86) conduz 2 relagéo 71— (M)eA/w*, ficando
assim estabelecida a mensurabilidade com respeito a (W,M) da
funcdo £/«*, quando referida a (2,4)/0*, c.q.d.

Exemplo 78. Vale a seguinte propriedade : «Com os dados do
teorema 51, a hipdtese de a fungdo mensuravel £(») ou ser uma
funcdo simples ou ser uma fungdo elementar ou ter uma repre-
sentacdo mensuravel da forma

3 [{ws} Iz (0)], com KseA para cada s,
568 8

implica que o corte mensuravel £(w)/o*, referido ao espagco men-
suravel (2,4)/»*, se comporte respectivamente do seguinte modo :
ou é uma fungdo simples ou € uma fungao elementar ou tem uma
representacdo mensuravel que se obtém suprimindo as parcelas
com indicatrizes identicamente nulas em

3 [{ws) I = (0**)], com Ks/w*:A/v* para cada s.»
se8 5 * ;

Com efeito, as duas primeiras versbes do enunciado sdo
uma consequéncia imediata da relacdo E > E_, entre o contrado-
minio de £ e 0 de £/«*. Quanto a terceira versdo do enunciado,
o primeiro somatério é uma representacdo compativel com £({o})
segundo a férmula 76) transcrita de t e T para s e S, representa-
¢do essa que se supde mensuravel de acordo com a definicdo do
n.’ 6 do §22, que vale para qualquer » e que pode ser particulari-
zada, pondo o+ = e para cada t¥¢T*. Procedendo do modo indi-
cado, a correspondéncia entre pontos e conjuntos singulares e as
férmulas 85) e 48) permitem escrever

£ ({e")) = 4({o])/5* = 3 ({we} - [T ()] ) =

=3 [{we) I _(o**)],
seS KSJ’W*

conduzindo a supressdo supracitada via, férmulas 49) e 50), a uma
representagdo compativel com o corte £/o* referido a (Q,4)/a%,
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representacdo essa que ndo pode deixar de ser mensuravel, em
virtude de, seja qual for s, o corte Ks/o* pertencer por definicdo

a Afo*.

Exercicio 77. Mostre que a propriedade do exemplo 78 subsiste
se suprimirmos no seu enunciado o adjectivo mensurdvel antes
dos simbolos £(v) e £(o)/a*.

Exercicio 78. Sendo W(w) uma recta real e sendo Q(«) o
produto do espago Qi(e1) = {1,2} = @*(«*) pela recta real Q,(w;) =
= Q**(**), considere a algebra-c minima A tirada de Q e a alge-
bra-c mixima M tirada de W, tome »; = 1 para ponto cortante
fixo e suponha que w = £(0) = £(wy, @) nio sé vale 0 sempre que
v, = 1, como também toma o valor da segunda coordenada o,
sempre que o; = 2. Nesta conformidade, mostre que a fungio £
nio ¢ simples nem € elementar nem é mensuravel com respeito
a (WM) nem admite qualquer representacdo mensuravel, isso
embora o corte £/ o seja simples, seja elementar, seja mensuravel
com respeito a (W,M) e tenha uma representacdo canénica men-
suravel. O que sucede as representacdes compativeis com o corte
que ndo sdo candnicas?

3. Func¢des marginais e coordenadas

Dados os espagos mensuraveis [2(e),A(A)] e [W(w)M(M)],
passamos a supor que, seja qual for Q, o espaco W ¢ igual ao pro-
duto de pelo menos dois espagos-factores Wi(w) (tT), isto sob
a reserva de nos eximirmos a qualquer incompatibilidade nota-
cional com situagdes anteriores, por exemplo com a relativa a
férmula 76). Entédo, o ponto genérico weW sera o ponto (w.,teT)
cujas coordenadas sdo os pontos genéricos wisWi.

Posto isso, vamos adaptar a posicdo descrita no n° 1 do §9
introduzindo os espacos-produtos parciais

WH(w*) = t)f* Wi(we) e WH(wh*) = \ >t<** Wi(wt),
marginais de W cada um em relag@o ao outro, o primeiro de ponto
genérico w* = (wis, t*¢T*) e o outro de ponto genérico w** =
= (Wt**, t**ET**).
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Nesta conformidade, seja qual for a funcdo w = £(w), definida
em Q e com contradominio E € W, vamos chamar funcdo marginal
de £ tomada em W* ou fungdo obtida por marginacdo de ¢ com
respeito a W** 4 funcdo w* = £(») que se obtém, suprimindo em
cada ponto w pertencente ao cilindro W (veja-se o coroléario §’)
todas as coordenadas w: tais que teT**, procedimento esse que
ébviamente nio afecta a fungdo £ nos eventuais pontos weE~ 5= Oy.
No caso particular de W* se reduzir a um sé factor Wi« ,a funcio
marginal também pode ser representada por wix = () e tam-
bém pode ser denominada coordenada (por vezes componente)
de indice t* da funcdo original ou marginada £(»), mais simples-
mente coordenada nimero n ou n-<€sima coordenada se T =
={1,2,...,n,...} e se ¢ tnico t* = n.

E ébvio que a supressdo de todas as coordenadas wiss, supos-
tas em numero superior a 1, pode ser feita por fases as quais
correspondem marginacdes parciais de £ que serdo associativas
e comutativas. Por outro lado, torna-se claro, por um lado, que
a fungdo marginal £* tem 0 mesmo dominio € da funco marginada
£ e, por outro lado, que o contradominio de £ é um conjunto
E* € W¥,

Por fim, seja n a inversa da funcdo marginada £ e seja n* a
inversa da func¢do marginal £*, ambas as inversas na acepcdo da
férmula 70). Entao, escolhido arbitrariamente um cilindro C €W
com base C* € W¥, qualquer ponto « enviado por £ para o cilindro
C é também um ponto o enviado por & para C¥ isto devido a
definicdo dos cilindros e das suas bases; por outro lado, qualquer
ponto enviado por £ para o cilindro C~ é um ponto » enviado por
£* para (C*)~, isto devido ao corolario 8 e a relagdo 43b). Em
face do exposto, o conjunto formado por fodos os pontos o que
£ envia para C é o mesmo que o conjunto formado por todos os
pontos w que £* envia para C*; fica assim provada a relacdo

7(C) = 7*(C¥) (87)
para qualquer cilindro C € W com base C* < W*

ou seja a igualdade entre o transformado inverso (em relacdo a
funcdo marginada) dum cilindro e o transformado inverso (em
relagdo & funcio marginal) da correspondente base.
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Exercicio 79. Dados os espagos Q,W; e W;, cada um com dois
pontos, forme duas funcoes de ligacao entre @ e Wi x W, que sejam
distintas entre si e que tenham primeiras coordenadas iguais en-
tre si.

4. Marginacdo de funcdes mensuraveis

O que precede ndo envolve o conceito de mensurabilidade
nem de conjuntos nem de fungoes.

Entrando agora em conta com as édlgebras-c A e M do n.° 3,
entdo o teorema 27, o corolério 27’ e as consideracbes subsequentes
mostram que sdo algebras-e nao sé a classe C(M) formada pelos
cilindros pertencentes a M que tenham base em W*, como também
a classe C*(M) obtida pela marginacdo de M ou de C(M) com
respeito a W**, Por outro lado, o espaco mensuravel marginal
(W,C(M))* = (W¥,C*(M)) é obtido por meio duma marginagio
(global) de (W,M) que pode resolver-se em marginacdes (par-
ciais), comutativas e associativas, nos mesmos moldes validos
para a funcéo £.

Posto isso, temos o

Teorema 52. «<Dados os espacos mensurdveis [Q(o),A(A)] e
[W(w),M(M)], suponha-se que W € o produto de dois ou mais
espagos-factores, escolham-se arbitrariamente dois espagos W*(w*)
e W¥(w**) que sejam marginais de W cada um em relacéo ao
outro e, por fim, admita-se que w = £(») é uma funcio definida
em Q e mensuravel com respeito a (W,M). Entdo, a funcdo mar-
ginal w* =£*(0) resulta uma funcio definida em @ e mensuravel
com respeito ao espago mensuravel marginal de (W,M), tomado em
W#*; em particular, cada coordenada de £{(w) resulta uma funcio
definida em © e mensurdvel com respeito ao espaco mensuravel
marginal de (W,M), tomado no factor de W que corresponde a
coordenada considerada. Em estilo mais abreviado e menos pre-
ciso: E mensuravel toda a fungdo obtida por marginacdo duma
funcdo mensuravel ; em particular, é mensuravel qualquer coorde-
nada duma funcdo mensuravel.»
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Demonstragdo. Que toda a fungdo marginal de £ tem o dominio
Q, vimo-lo no texto subsequente a definicio de marginacdo duma
funcido. Por outro lado, sendo 7 e n* as fungdes inversas utilizadas
na férmula 87), entdo, escolhido arbitrariamente um cilindro
CeC(M), primeiro a hip6tese da mensurabilidade de £ com respeito
a (W,M) impde a relagdo 7(C)eA e, em seguida, a férmula 87)
implica a relacdo 7*(C*)eA. Como os conjuntos C* sdo precisa-
mente os conjuntos mensuréveis tirados de (W,C(M))*, fica pro-
vada a mensurabilidade de £€* com respeito ao espago mensuravel
marginal de (W,M), tomado em W¥*, Arrumada assim a parte geral
do nosso teorema, podemos passar para o caso particular do enun-
ciado por escolha arbitraria dum W* que se reduza a um sé factor,
c.q.d.

Exemplo 79. Para que a fungdo w = §{(«) seja mensuravel
com respeito a (W,M), o teorema 52 impde a condicdo necessdria
que cada uma das coordenadas de & seja mensurdvel com res-
peito ao correspondente espaco mensurdvel marginal de (W,M).
Que esta condi¢do ndo é suficiente, mostra-o o caso em que Q =
= {1,2}, W = {12}, W, = {12}, W = W xW;,A = {ﬂ,Og},M =
= {W,0w, {(L,1)}, {(1,1)}7}, &(1) = (1,1), £(2) = (2,2), W* = W,
e W** = W,, isto se recorrermos a 7({(1,1)}) = {1}eA-,C*(M) =
= {W1,0w,}, C*(M) = {W,,0w,} e ao exemplo 71 na parte que
envolve a mensurabilidade da funcdo marginal £ [ou £**] com
respeito a (W*,C*(M)) [ou (W**,C**(M))], devendo atender-se
a2 minimalidade da algebra-c C*(M) [ou C**(M)] em relagio a
W* [ou W**],

Exemplo 80. Supondo que a funcao w = £(w) é uma funcio
elementar [ou simples], definida em @ e com contradominio ESW,
a sua marginal tomada em W* emparceira cada ponto £(«) do
conjunto intransnumerivel [ou finito] E com um ponto £*(w)
do respectivo contradominio E*, donde concluimos que a funcio
marginal é também elementar [ou simples]. — Em particular, se
¢ for uma funcao e.m. [ou s. m.] com respeito a (W,M), entdo &*
serda uma funcido e.m. [ou s. m.] com respeito a (W*,C*(M)) (ve-
ja-se a introducgdo ao n.° 5 do § 22). — Talvez valha a pena referir
que a fung@o marginal pode ser elementar [ou simples] sem que
o seja a fun¢do marginada. Examine-se, a propdsito, o caso em
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que © é uma recta real, W; = {1,2}, o espaco W; é outra recta real,
W = W; XW;, o espaco marginal W*¥ = W; e, por fim, a funcio £
faz corresponder a cada »e2 o ponto (1,0?) pertencente a W.

Exercicio 80. Recordando a férmula 87) e o teorema 52, mos-
tre que a marginal £#(o) da fun¢do mensurével {(«) tem uma re-
presentacdo canénica, a qual resulta mensurével se for mensuravel
em relacdo a (W,M) todo o cilindro com base elementar contida
em W¥*,

5. Fungdes marginais supostas mensuraveis

Vejamos agora como a mensurabilidade de fungdes marginais
se reflecte na fungdo marginada. Neste contexto, temos o

Teorema 53. «Dado o espago mensuravel [2(o),A(A)], supo-
nha-se que o espagco W(w) € o produto de dois ou mais espagos-
factores Wi(w:) (tT), escolham-se arbitrariamente dois espagos
W*(w*) e W*(w**) que sejam marginais de W um em relagdo
ao outro e, por fim, admita-se que w = £(») é uma funcéo definida
em Q. Entdo, se a funcao marginal w* = £*(0) for mensuravel
com respeito a um espaco mensuravel [ W#*(w*) M*(M*)], a funcio
marginada £ resulta mensurdvel com respeito ao espago mensu-
ravel (W,M(M*)), onde M(M*) ¢ a algebra-o igual a classe dos
cilindros com base M*sM*. Em aditamento, se cada coordenada
wt = £i(0) da fungdo £ for mensuravel com respeito a um espaco
mensuravel [We(w:),M:(M:)] de igual indice, entdo a fun¢do mar-
ginada £ resulta mensurdvel com respeito ao espaco mensuravel

(W,M), onde M ¢ a algebra-c gerada pela classe formada por todos
os cilindros que tenham base MeM: para algum teT.»

Demonstragao. Atribuindo a 7 e a 7* os significados que vém
da férmula 87), passemos para a primeira parte da tese. Seja
C(M*) o cilindro genérico contido em W e com base M*¥:M*, como
quem diz o elemento genérico da classe M(M*). Entdo, a hip6tese
de M* ser uma 4lgebra-oc e o teorema 28 fazem com que M(M*)
seja uma algebra-o e logo (W,M(M*)) seja um espaco mensuravel.

273



Por outro lado, ndo sé sabemos do n.° 3 que a funcido £* tem o
dominio €, como também a hipétese de mensurabilidade esta-
belecida a propésito de £, juntamente com a férmula 87), prova
a relacio 7(C(M*))eA para qualquer C(M*)sM(M*), quer dizer
prova a mensurabilidade de ¢ com respeito a (W ,M(M*)).

Passando agora para a parte adicional da tese, vamos designar,
seja qual for teT, por 7. a func@o inversa de &: e, seja qual for
M:eM., por C(M.) o cilindro de W com base M.. Entéo, a hipétese
de mensurabilidade admitida para as coordenadas {: e mais uma
vez a férmula 87) provam a relacdo

7t(M¢) = 9(C(M.))eA para todo o teT e todo o M.sM.,

a qual, juntamente com o teorema 46, permite terminar a nossa
demonstracgao.

Posto isso: tomemos para ponto de partida os espacos men-
suraveis do teorema 52, onde W(w) = t)g(f Wi(w:); suponhamos
que a funcio w = (o) tem o dominio @; admitamos que, seja
qual for teT, a coordenada w: = §.(») € mensuravel com respeito
ao espaco mensuravel marginal (W:,C:(M)), com C.«(M) igual a
algebra-oc que se obtém, marginando a classe formada pelos cilin-
dros pertencentes a M cuja base esteja em W:. Se aplicarmos em
seguida o teorema 53, escolhendo para cada teT a dlgebra-c M. =
= Ciy(M), entdo a funcdo £ resulta mensuravel com respeito a
(W,M), com M igual a algebra-o gerada por todos os cilindros
pertencentes a M que tenham base nalgum W, donde, atendendo
as férmulas 56¢) e b), a relacio M € M. Nesta conformidade, a
hipétese de falhar a mensurabilidade da fungdo marginada £ com
respeito a (W,M) faz com que o teorema 53 impossibilite a relacdo
M > M. Alias, o exemplo 79 mostra que ha casos em que a dita
mensurabilidade falha efectivamente.

Observagdo. Transcrevamos X &, A e A” do teorema 38 e
t -
da férmula 63") respectivamente para X Wi,M e M do texto prece-
t

dente. Entido, a relacio M € M desse texto passa a ser a transcricio
da relacdo A” € A da férmula 63°).
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O nosso estudo aponta para uma certa assimetria entre fun-
¢bes marginadas e as suas coordenadas em questGes de mensura-
bilidade, Todavia, o caso particular mais importante permite har-
monizar as coisas agradavelmente. Ei-lo:

Teorema 54. «Dado o espago mensuravel [Q(e),A(A)], supo-
nha-se que o espago mensuravel [W(w),M(M)] é o produto (trans-
posto) dos espacos mensuraveis [We(w:),Mi(M:)] (teT), em nd-
mero superior a 1 e com uma familia T intransnumerdvel. Entéo,
escolhida arbitrariamente uma funcdo w = £(w) definida em @,
ela serd mensurdvel com respeito a (W,M) se e s6 se, seja qual for
teT, a coordenada w: = (o) for mensuravel com respeito a
(Wi,M:).»

Demonstragdo. Supondo mensuravel a fungédo £, sabemos, pelo
teorema 52, que, seja qual for teT, a coordenada &: resulta men-
suravel com respeito ao espago mensuravel marginal de (W,M)
tomado em W., marginal esse que os corolarios 37" e 33’ fazem
coincidir com (W¢,M.).

Provada assim a necessidade da condicio do nosso enunciado,
vamos admitir a mensurabilidade de cada £ com respeito ao cor-
respondente (W,M:). Entdo, o teorema 53 torna £ mensuravel com
respeito a (W,M), pelo que so6 falta provar a relagdo M < M. Ora,
como supomos M = % M em conformidade com a férmula 60) :

cada M. sera igual a cct)rrespondente base C:(M) ; ocorre a situagdo
descrita na observacdo que antecede o teorema 54; podemos
conservar as transcrigdes referidas nessa observacdo e podemos
acrescentar a nova transcricdo de A’ para M (veja-se o texto a se-
guir & férmula 63’)). Nesta conformidade, obtemos M = M, desde
que recorramos 2 hip6tese de intransnumerabilidade de T e a fér-
mula 63”) do teorema 40, c.q.d.

Exemplo 81. Demonstrou-se o teorema 54, particularizando a
dlgebra-o geral M para um produto de 4lgebras-c M:(teT), com a
familia T intransnumeravel. Pode fazer-se uma demonstracdo mais
directa do dito teorema, ganhando em simplicidade do processo
e perdendo em perspectiva proveniente da inser¢do no caso geral.
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Com efeito, recordando as convengdes introduzidas a propésito
dos teoremas 52 e 54, podemos retomar a demonstra¢do da pri-
meira parte do teorema 54, sob a forma de demonstracdo (sim-
plificada) do teorema 52 quando W* = W para um t arbitririo
tirado de {1,2,3, ...}, e podemos justificar a outra parte do teorema
54 invocando que a férmula 44), o exemplo 68 e a férmula 87)
conduzem 2 igualdade

7(x Mo) = (4 C(M0)) = 4 7(C(M)) = & n(Mo),

valida para qualquer escolha dos conjuntos M.sM.(teT), onde
a hipétese da mensurabilidade de cada coordenada & com res-
peito a (W.,M:) e a relagdo 54b) fazem com que Jitm(Mt)sA e logo
7( X M¢)e4, pelo que a definicio de M como 4algebra-o gerada pelos
prc:dutos >t< M. admissiveis prova, via teorema 46, que a fungdo ¢

¢ mensuravel com respeito a (W,M).

Exercicio 81. Retome o exemplo 79, ponha C.(M) = M; para
cada t e forme a dlgebra-c M propriamente contida em M (do teo-
rema 53) que torna a respectiva fungdo £ mensurdvel com respeito

a (WM).

6. Composigdes com ponto de partida num nimero finito
de fungcdes e.m. ou s. m.

Por fim, um estudo breve que nos sera ttil no préximo para-
grafo e que esta relacionado com as consideracoes feitas nos n.** 3
e5do §22enon’5 do §23.

Teorema 55. «<Dados os espacos mensuraveis [2(w),A(A)] e
[W/(w’),M'(M’)], tome-se o espaco W(w) igual ao produto dos
espagos Wa(wn) (n=1,2,...,N), com 1 <N <+ «, e suponha-se nio
s6 que a fungdo w = {(w) tem o dominio @ e o contradominio
E € W, como também que cada uma das coordenadas w, = &,(w)
é uma funcdo e.m. [ou s.m.] com respeito a um espagco mensu-
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ravel (Wo,M.) de igual indice. Proposta uma fungio w’ = £(w)
definida em W, referida ao espaco mensuravel (W,M) do teorema
53 e com restrigdo &, , ao subespaco W/E, entdo a hipdtese da
mensurabilidade de & o quando se parte de (W,M)/E e com
respeito a (W’,M’), implica que a composicio de £ = (&, 42, ... , &)
com £, ou seja com £, ., resulte uma funcdo e.m. [ou s. m.] com
respeito a (W’,M’). Em estilo mais abreviado e menos preciso:
Dadas fungdes e. m. [ou s. m.] &, definidas no mesmo espago men-
surdvel e em nimero finito e superior a 1, entdo serd uma fungio
e.m. [ou s. m.] qualquer composi¢do dos & com outra fungdo que
tenha uma restricdo mensuravel ao subespaco determinado pelo
contradominio da funcao cujas coordenadas coincidem com os &.»

Demonstracdo. Para o efeito da definicdo de fungdo e.m. [ou
s.m.], veja-se o principio do n.° 5 do § 22. Posto isso, cada coorde-
nada wn = £&(w) tem, por hipétese, um repertério de determina-
¢oes intransnumeravel [ou finito] ; logo o contradominio E resulta
por sua vez intransnumeravel [ou finito], donde concluimos que
a restrigdo £ 5 €a composigio &, - (¢) ficam com um contrado-
minio comum que nao pode deixar de ser intransnumeravel [ou
finito], como quem diz sdo ambas fungdes elementares [ou sim-
ples]. Por outro lado, sabemos, pelo teorema 53, que £ é uma fungio
mensuravel com respeito a (W,M), donde, atendendo ao teorema
47 devidamente transcrito, a mensurabilidade da composicdo £'(£)
com respeito a (W’,M’). Associando agora as duas conclusdes aqui
alcangadas, reconhecemos que £'(£) ¢ uma funcdo e. m. [ou s.m.]
com respeito a (W’,M’), c.q.d.

O teorema 55 admite dois casos particulares importantes, a
saber:

Corolario 55’. «Aceites os dados do teorema 55, a composi¢io
£(¢) ou, mais explicitamente, £(£;, &, ... , &) sera uma fungéo e. m.
[ou s.m.] com respeito a (W' ,M’) sempre que a funcdo & for
mensuravel, quando se parte de (W,]IZ ) e com respeito a (W’ M),
e também sempre que pertencer a restrigcéo M /E qualquer con-
junto elementar tirado do subespaco W/E.»
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Demonstra¢do. Quanto ao primeiro caso referido, trata-se du-
ma consequéncia imediata do corolario 47

Quanto ao outro caso, ndo s6 sabemos do n.° 1 do § 15 que
(W/E,;‘Td’ J/E) é um espago mensuravel, como também vimos, no
decurso da demonstragdo do teorema 55, que o subespago W/E
é intransnumeravel [ou finito]. Logo a hipdtese estabelecida na
parte final do nosso corolério, a férmula 8”) e a propriedade 54b)
implicam a mensurabilidade de todos os conjuntos contidos em
W/E, pelo que o exemplo 71, devidamente transcrito, implica a
mensurabilidade de .f’ij , quando se parte de (W,M)/E e com
respeito a (W’,M’). Nesta conformidade, o teorema 55 permite
terminar a nossa demonstracgio. t

Exemplo 82. Caso a igualdade entre espagos W= X W,
admitida nos enunciados do teorema 55 e do corolério 55’,I§en<esten-
da a igualdade entre espagos mensuraveis (W,M) = , X (W, M,),
obtida por transcricdo adequada da férmula 60), enzég sabemos,
pela parte final da demonstracdo do teorema 54, que se verifica
a igualdade entre algebrase M =M, facto esse que predeter-
mina M e que nos coloca na situacdo habitual para efeitos de
composicdo das funcbes £ e ¢ em questdes de mensurabilidade
(com o dado prévio de trés espacos mensuraveis).

Exercicio 82. A composi¢do £'(£) do teorema 55 pode ser uma
fungio simples mesmo que nenhuma das coordenadas £, seja uma
funcio simples? Haver4 algum inconveniente em procurar estender
a teoria precedente ao caso em que a funcio £ tiver infinitas coor-
denadas?

+ A leitura do exemplo 71 permite ir mais longe e afirmar que a men-
surabilidade da composigdo ndo ¢ influenciada pela escolha da dlgebraoc M’,
tirada de W'.
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§ 24 — FUNCOES MENSURAVEIS
COM RESPEITO A ESPACOS DE BOREL

1. Enquadramento da questédo

O estudo feito nos paragrafos precedentes ¢ muito geral e
constitui um verdadeiro incentivo para ser aproveitado por vias
variadas. Contudo, dado o objectivo que nos propomos atingir,
vamos conservar apenas a arbitrariedade do espago mensuravel
de partida [Q(«),A(A)] e vamos limitar o espago mensurdvel de
chegada a um espago de Borel [X(x),B(B)], igual ao produto das
rectas de Borel [Xi(x:),B:(B:)]l, ou a um tal espaco alargado
[X(x),B(B)], igual ao produto das rectas de Borel alargadas
[it(Xt),Et(ﬁt)]-

Neste contexto, uma funcio de ligagdo entre (Q,4) e (X,B)
[ou (X,B)] serd da forma x = £(w) ou, equivalentemente, {x} =
= £({w}) e terd um dominio D €@ o qual, caso valha D propria-
mente contido em @, sera estendido a @ por escolha duma deter-
minagio fixa xeX [ou XeX], segundo um critério considerado
oportuno, e pela convengdo subsequente X, = £(») para todos os
«eD~. Quanto a fung¢do inversa L = n(M), ela continua a ser dada
pela férmula 70), com as particularidades M< X [ou M<X] e
0 = 9(E) = 7(X) [ou 7(X)], sendo E o contradominio da funcsio
£ definida em Q.

E 6bvio que as consideracdes desenvolvidas nos paragrafos
precedentes continuam a ser vilidas debaixo da particularizacio
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por nés introduzida. Por vezes, surgem alternativas de dedugio
simplificada, em que a economia de meios se confronta com o
obscurecimento de perspectivas. Seja como for, os espacos de
Borel proporcionam peculiaridades dignas de registo de que pas-
samos a citar as mais importantes.

«) E boreliano [eventualmente alargado] qualquer conjunto
singular contido em X [ou X].

Foi o que vimos no teorema 19 e no teorema 41 [ou na pro-
priedade homodloga do n° 3 do § 20].
B) Todo o espaco de Borel [eventualmente alargado] é um

produto de rectas de Borel [eventualmente alargadas], produto
esse susceptivel de se reduzir a um sé factor.

Foi o que vimos através da férmula de definicéo 64) [ou 64)].

B’) No caso da dimensionalidade finita, conhecemos varias
classes geradoras da 4algebra de Borel incidente que sdo mais
céomodas do que a classe formada pelos produtos de borelianos
lineares.

Foi o que vimos nos n.* 3 e 4 do §14 e nos n.* 2 e 4 do § 20.

v) No que concerne A determinagédo X, de £ sobre D~ #0,,
por razdes pragmaticas € uso escolhé-la igual a origem, quer dizer
ao ponto cujas coordenadas sdo todas iguais a 0.

Notemos que a escolha apontada se revela muito propicia para
diversos efeitos ulteriores, nomeadamente para o tratamento de
integrais,

¥’) Caso usemos a férmula 75) com uma adi¢do intransnu-
meravel e com respeito a uma recta de Borel [eventualmente alar-
gada], as igualdades convencionais {x} 1 = {x} e {x} -0 = Ox [ou
O}_C] podem ser substituidas vantajosamente pelas igualdades nu-
méricas x*1=x e x-0 =0 (esta suposta vilida mesmo que se
tenha x = * ),

Caso seja transnumeravel a adigdo da férmula 75), a substi-
tuicdo citada ndo colhe, porque nio sabemos lidar com adigdes
numéricas transnumeraveis.
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8) Nio sdo de desprezar as facilidades de passagem ao limite
(e as suas consequéncias em termos de continuidade, de derivadas,
de integrais, etc.) proporcionadas pelas métricas correntes em
espagos de Borel [eventualmente alargados], com destaque para
a métrica euclideana dos espagos a um niimero finito de dimensdes.

Neste contexto, merece atengéo especial a possibilidade de
permuta entre a passagem ao limite e alguma operagdo ou pro-
priedade.

8’) As facilidades supracitadas tornam-se particularmente re-
levantes no caso especifico da recta de Borel [eventualmente alar-

gada].

Neste contexto, a substitui¢do referida em y’) torna-se muito
atil.

2. Insercdo no caso geral

Com os dados do n.° 1, a representagdo canénica da férmula
75) toma o aspecto genérico

¢ =3 [{x}'I o)]. 88
SOEFLOR NG (88)
Caso a funcéo ¢ seja elementar (tilvez simples), tem-se E =
= {X, iX, ... , 3%, ... }, onde os sxeX [ou X] sdo pontos e ndo devem
confundir-se com eventuais coordenadas x; dum ponto x. Nesta
conformidade, a férmula 88) admite a simplifica¢do estrutural
£({o}) =3 [{ax}- 1 (@)],com 0<A<H e com H< + »,
A {nx} ,
(88’)
Caso E seja intransnumeravel e caso o espago de chegada

seja uma recta de Borel [eventualmente alargada], o exposto em
¥’) do n.° 1 permite a representacdo canénica melhorada

£(o) = Eh [hX‘IQ

(0)], com 0<Z<H e com HS + %,
Gu*P

(88")
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Como ¢ 6bvio, ndo s6 ha possibilidade de é admitir represen-
tagbes compativeis diferentes da canénica, como também hé sem-
pre representacbes compativeis e paralelas quando se trabalha
simultaneamente com duas fungbes de ligacao. Tudo isso nos ter-
mos do § 21, sob a reserva de serem evitadas confusdes notacionais
entre, por um lado, indices (t, s ou outros) individualizadores quer
de pontos pertencentes a X [ou X] quer de conjuntos contidos em
Q e, por outro lado, indices (t, n ou outros) individualizadores
quer de coordenadas de x quer de espagos-factores de X [ou X]
quer de algebras-o factores de B [ou B].

Chegados a este ponto, ainda ndo recorremos ao conceito de
mensurabilidade nem de conjuntos nem de funcdes.

Nos termos do n.° 2 do §22 e de y) do n.° 1 do § 24, a funcido
(directa) x = &(v), ou definida em Q@ ou definida em De4 e am-
pliada para D~ == O mediante a convengao preferencial de assumir
af a determinacdo constante igual a origem, diziamos £ é denomi-
nada fungdo mensuravel (por vezes funcdo medivel) com respeito
ao espaco de Borel (X,B) [ou (X,B)] se e sb se, seja qual for
o conjunto BeB [ou BeB], tiver lugar a relagdo 7(B)eA [ou
7(B)eA]. Caso se tenha © contém propriamente DeA, o teorema
45 refere que é indiferente considerar mensurdvel ¢ sobre D ou
a extensdo preferencial de & sobre ©. Além disso, uma constante
¢ sempre mensurdvel e a mensurabilidade duma fungdo é insen-
sivel a substituicdo duma determinagdo constante por outra, am-
bas pertencentes a X [ou X1, desde que a substituicdo se efectue
sobre um conjunto ndo-vazio e mensurdvel em relacdo a (Q,A4).

Se quisermos aplicar o teorema 46 ao caso (W,.M) = (X,B)
[ou (X,B)], dispomos sempre da classe geradora formada pelos
produtos de borelianos lineares contidos em X [ou X] e, se for
finita a dimensionalidade de X [ou X], dispomos também das
facilidades adicionais referidas em 8’) do n.° 1.

Se quisermos aplicar o estudo das composi¢bes mensurdveis
— consubstanciado no teorema 47 e nalgumas das consideragdes
envolventes — ao caso (W,M) = (X,B) [ou (X,B)], entdo a par-
ticularizagdo mais importante € a de o terceiro espaco mensuravel
(W’,M’) ser outro espago de Borel (X’,B’) [ou (X’,B)].
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Se quisermos aplicar a propriedade da observagdo subse-
quente ao corolario 47°, com transcri¢do adequada a situagdo pre-
sente, entdo uma fungido, definida em @ e mensuravel com respeito
ao espago de Borel dado, ndo perde essa mensurabilidade se es-
colhermos arbitrariamente um K < © e nio-vazio e se restringir-
mos a funcio considerada referindo-a a restricio (2,4)/K.

Se quisermos aplicar o teorema 48 ao caso (W,M) = (X,B)
[ou ( }T{,E’)], entdo a particularizagdo mais importante é a que
corresponde a um espago mensuravel de safda (2,4) coincidente
com um espaco de Borel [eventualmente alargado], a qual conduz
a mensurabilidade da restricio duma funcdo mensuravel sempre
que o conjunto de truncagem for um boreliano de A.

Posto isso, vamos adaptar os teoremas 49 e 50 ao caso
(W,M) = (X,B) [ou (X,B)]. Obtemos o

Teorema 56. «Propostos o espaco mensuravel [Q(o),A(A)] e
o espaco de Borel [X(x),B(B)] ou [)_{(x),g(ﬁ)] e proposta a fun-
¢30 X = £(o0) definida em €, seja E o contradominio de £ e seja 5
a fungdo inversa de £ na acepgdo da férmula 70). Entdo, nio sé
a hipétese de £ ser uma funcdo mensuravel [ou e.m. ou s.m.]
com respeito a (X,B) [ou (X,B)] faz com que a representagio ca-
nénica da férmula 88) fique mensurével [ou mensuravel e intrans-
numeravel ou mensurdvel e finita ] em rela¢do a (2,4), como
também a hipétese de £ ser uma funcdo elementar com contrado-
minio {ox, 1X, ..., 3%, ... } institui £ em funcéo e. m. com respeito a
(X,B) [ou (X,B)] se e s6 se, escolhido arbitrariamente um e sé
um valor b’ de h, tiver lugar a relacdo

n({sx})eA para qualquer h =k, (89)
equivalente a
n({3x})eA para qualquer h admissivel. (90)

Em aditamento, se a funcio ¢ degenerar em constante, ela sera
sempre mensuravel com respeito a (X,B) [ou (X,B)] e, se a funcio
¢ for uma indicatriz, ela serd mensuravel com respeito a (X,B)
[ou (X,B)] quando e s6 quando ela coincidir com a indicatriz
dum conjunto mensuravel em relacio a (Q,4).»
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Demonstragdo. Recordando «) do n.° 1, reconhecemos que a
hipétese do teorema 50, a saber {w}sM para qualquer weE, se
encontra realizada sob a forma {x}eB [ou B] para todo o x¢E,
pelo que os conjuntos 7({x}) da férmula 88) se tornam mensu-
raveis em relacio a (2,4), debaixo da hipétese de mensurabilidade
para £; logo resultam os tipos de mensurabilidade da representa-
¢30 canodnica de £ que foram referidos na tese.

Por outro lado, os conjuntos Ex do teorema 49 passam a ser
os conjuntos elementares {;x} das férmulas 89) e 90), férmulas
essas com equivaléncia herdada do estudo genérico feito no n.° 5
do § 22, pelo que podemos limitar-nos a considerar a relagdo 90),
2 qual o dito estudo genérico confere a categoria de condigdo
necessaria e suficiente para que a funcio elementar £ seja uma
funcdo e.m. com respeito a (X,B) [ou (X,B)]. Arrumada assim
a primeira parte do nosso teorema, vamos passar para o adita-
mento.

Ora, se £ degenerar em constante, a sua mensurabilidade ja
é conhecida através do teorema 45. Por outro lado, se ¢ for uma
indicatriz sem ser constante, entdo o seu contradominio E = {0,1}
é sempre um boreliano, haver4 um conjunto néo-vazio K propria-
mente contido em @ de que £ ¢ a indicatriz e, além disso, a con-
dicio de mensurabilidade 89) podera assumir a forma n({1}) =
= Ke4, c.q.d.

Posto isso, recordemos o teorema 56 e suponhamos que cada
uma das funcdes £(o) e £() se encontra definida em @ e é também
uma fungdo mensurével [ou e.m. ou s. m.] com respeito a (X,B)
[ou (X,B)], pelo que a representacdo canénica da férmula 88)
e a sua homoéloga

E{o}) = 5 HX}'L _ (o)
xcE 7({x})

serdo ambas mensurdveis [ou mensuraveis e intransnumeraveis
ou mensuraveis e finitas] em relagdo a (2,A). Entéo, a transcrigao
adequada da férmula 77), feita sob a reserva relativa a indices
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que foi expressa a seguir a féormula 88”), conduz a representagées
compativeis e paralelas para as duas fungoes & e §, a saber

£({o}) = > [{x}- I __ (o) (91)
({xPA({=DFq 2({ =Pan({x})

£({o)) = . [x}-I ()1,
2 =hAa({x}+0q 7({x}An({=})

onde a propriedade 54b) garante que ambas as representagdes
venham a ser mensurdveis [ou mensurdveis e intransnumerdveis
ou mensurdveis e finitas] em relagcdo a (2,A4).

3. Sucessodes borelianas, vectores bhorelianos
e functes borelianas

Contando mais uma vez com os dados do n.’° 1, pouco hi a
acrescentar ao exposto no n.° 2 do §23, onde o teorema 51 e o
exemplo 78 referem as propriedades mais importantes do corte
£(e)/0* quando a funcdo cortada £(o) com dominio @ passar a
ser mensuravel com respeito a (X,B) [ou (X,B)]. Recomenda-se
apenas o cuidado a haver com os indices, mais ou menos nos
moldes assinalados a seguir a4 férmula 88”), e considera-se digno
de registo que o corte £{/o* admite representacbes mensuraveis
em relacdo a (Q,4)/o* por duas razbes convergentes: por um
lado, o teorema 51 garante que a funcéo £/ o*, referida a (,4)/a%,
é mensuravel com respeito a (X,B) [ou (X,B)1, pelo que o teorema
56 garante uma representacdo candnica e mensuravel de £/ao*
em relagdo a (Q,4)/«*; por outro lado, o teorema 56 garante que
a funcio cortada £, referida a (Q,4), tem uma representacio ca-
nénica e mensuravel em relagdo a (2,4), pelo que um dos resul-
tados do exemplo 78 faz corresponder uma representagdo mensu-
ravel de £/o* em relacdo a (2,A)/c*.

Posto isso, vamos introduzir algumas designacoes que talvez
ndo sejam inteiramente coerentes em face doutras ja convencio-
nadas, mas que sdo um tanto cémodas e mesmo usuais.
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Nesta conformidade, uma fungdo x = {(«), definida em Q e
mensuravel com respeito a (X,B) [eventualmente (X,B)]1, deno-
mina-se: sucessdo boreliana [eventualmente em sentido lato] se
e s6 se o espaco de Borel incidente for o produto duma infinidade
numeravel de rectas de Borel; vector boreliano [eventualmente
em sentido lato] se e s6 se o espago de Borel incidente for o pro-
duto dum ntmero finito de rectas de Borel; funcdo boreliana
[eventualmente em sentido lato] se e sé se o espago de Borel in-
cidente se reduzir a uma recta de Borel. T Escusado seri dizer:
uma funcdo boreliana sera apenas um caso particular ou dege-
nerado dum vector boreliano e um vector boreliano tem a mesma
dimensionalidade que o respectivo espag¢o de Borel.

Por outro lado, se dispensarmos £(o) da obrigacdo de ser
mensuravel, entdo fica ou uma sucessdo real ou um vector real
ou uma funcdo real, em cada um dos casos de dominio @, de
caracter nio necessariamente boreliano e eventualmente em sen-
tido lato.

Em aditamento, vamos designar por sucessdo e. b. [ou s. b.]
toda a sucessdo boreliana que seja elementar [ou simples], por
vector e. b. [ou s.b.] todo o vector boreliano que seja elementar
[ou simples] e ainda por fungdo e.b. [ou s.b.] toda a fungdo
boreliana que seja elementar [ou simples].

Em face das convencgdes supracitadas, os resultados dos n.°s 4
e 5 do §23 adaptam-se ao caso (W,M) = (X,B) = X (X:,B:) da

i e iy ey teT
féormula 64) [ou = (X,B) = X (X;,B:) da férmula 64’)] da ma-
teT

neira que se vai referir através do

Teorema 57. «Dados o espago mensuravel [©2(o),A(A)]
e o espago de Borel multidimensional [X(x)},B(B)] =
= t>.<T [Xi(x¢),B:(B¢)] ou [X(x),B(B)] = t>;<1:‘ [X(x:),B:(B+)], admi-
ta-sie que (xi,teT) = x = £(») é uma funco definida em @ e men-
surdvel com respeito a (X,B) ou (X,B) e, portanto, é um vector
boreliano [ou uma sucessdo boreliana] se e s6 se a familia T for

+ HA outras definigbes de fungdo boreliana, etc., que diferem das
dadas no texto.
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finita [ou infinita numeravel]. Entdo, escolhido arbitrariamente
um espago de Borel marginal (X*,B*) = >< (Xex,Bex) ou (X*,B*)=
= X (Xw,Bu), a correspondente fungao marginal (Xe,t*eT*) =

tReTH
= x* = £(0) resulta uma funcio definida em @ e mensuravel com

respeito a (X*,B*) ou (X*B*) e, portanto, resulta uma funcido
boreliana [ou um vector boreliano ou uma sucessio boreliana]
se e sO se a subfamilia T* for elementar [ou finita ou infinita
numeravel].

Em particular, para que se verifique a mensurabilidade con-
cernente a fungdo marginada, suposta definida em @, é condigao
necessaria que todas as coordenadas x: = (o) de &(v) sejam
funcdes borelianas, cada uma com respeito a recta de Borel mar-
ginal que lhe corresponde. Caso a familia T seja finita, a condigao
referida resulta também suficiente para que {(») seja um vector
boreliano e, caso a familia T seja infinita numerével, a mesma
condigdo resulta suficiente para que £(v) seja uma sucessdo bo-
reliana.»

Demonstragdo. Quer se opte pela versdao geral quer se opte
pela versdo particular da condigdo necessdria do enunciado, tra-
ta-se duma aplicacéo facil do teorema 52 ao caso (W,M) = (X,B)
ou (X,B), isto com recurso as designagdes introduzidas no texto
que precede o nosso teorema. O mesmo recurso e a condi¢do sufi-
ciente do teorema 54, essa quando aplicada ao caso (W,M) = (X,B)
ou (X,B), provam a parte final da nossa tese ou seja a parte rela-
tiva a condicdo suficiente.

Por fim, os resultados do n° 6 do § 23 particularizam-se atra-
vés do

Teorema 58. «Sdo dados o espago mensuravel [Q(0),A(A)],
o espaco de Borel multidimensional a N < + ®© dimensoes
[X(x),B(B)] = X [Xa(%a),Bu(B.)] ou o seu homélogo alarga-
do, a recta de Bofel [X’(x’),B’(B’)] ou a sua homéloga alargada e,
por fim, um vector real x = {(«) com dominio ©. Supondo que cada
uma das coordenadas x» = £.(0) é uma funcdo e.b. [ou s.b.],
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eventualmente em sentido lato, entfo, seja qual for a fungdo
x’ = £(X1, %, ... ,xx) definida em X [ou X], a composicdo
(4,5, ..., &) resulta uma fungdo e.b. [ou s.b.], eventualmente
em sentido lato. Em estilo mais abreviado e menos preciso: é
fungdo e.b. [ou s.b.] qualquer composicdo de funcdes e.b. [ou
s.b.] em numero finito e superior a 1 com outra fungio cujo
contradominio esteja contido nalguma recta real [eventualmente
alargada] .»

Demonstragio. Comecemos por notar que as mensurabilidades
do enunciado dizem respeito a (Xa, Ba) [ou (Xa,Ba)] para cada
£, e dizem respeito a (X’,B’) [ou (X’,B’)] para a composicio. Nesta
conformidade, retomemos o teorema 55 e o exemplo 82, com as
particularizagges (W’,M’) = (X’,B’) [ou (X’,B’)] e (W.M) = (X,B)
[ou (X,B)1, notando que o exemplo 82 permite pdr a igualdade
M = B [ou B] Entdo, sendo E o contradominio de £, a proprie-
dade «) do n.° 1 do § 24 faz com que todo o conjunto elementar
contido em X/E [ou X/E] pertenca a B/E [ou B/E], pelo que
a segunda versdo do coroldrio 55’ permite dar por terminada a
nossa demonstragao.

Exemplo 83. O teorema 58 permanece vilido se pusermos
N = 1. E o que se pode reconhecer, por exemplo, da forma se-
guinte: por um lado, a intransnumerabilidade [ou finititude] do
contradominio E de £, ou £ implica a intransnumerabilidade [ou
finititude] do contradominio da composicao £'(£); por outro lado,
o teorema 47 garante a mensurabilidade dessa composicio com
respeito a (X’,B’) [ou (X*,B’)], j4 que «) do n° 1 e a propriedade
54b) instituem B/E [ou B/E] em 4lgebra-c maxima tirada de X/E
[ou X/E] e, portanto, o estudo feito no exemplo__?_l_ institui a res-
tricdo & [ou £, 1, referida a (X,B)/E [ou (X,B)/E], em fun-
cdo mensuravel com respeito a (X’,B’) [ou (X',B)].

Exemplo 84. O teorema 51, o exemplo 78 e a nomenclatura
apresentada neste n.° mostram que a hipétese de £, referido a (2,4),
ser uma funcdo boreliana ou e. b. ou s.b. [eventualmente um vec-
tor boreliano ou e.b. ou s.b., talvez até uma sucessdo boreliana
ou e.b. ou s.b.] implica a propriedade anéloga (com conservagio
da dimensionalidade) para o corte £/ o*, referido a (Q,4)/ ¥, corte
esse que se supde possivel devido a factorizabilidade do espago ©.
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Exercicio 83, No principio deste n.° vimos duas vias para obter
uma representagdo mensuravel do corte £/o* a partir da fungio
£, definida em @ e mensuravel com respeito a um espaco de Borel
dado. Mostre que essas duas vias conduzem a mesma representa-
¢do do corte ou, equivalentemente, que a transformacéo de repre-
sentacdes do exemplo 78 faz corresponder a representagcdo cand-
nica de £ uma representacao de £/ ¥, a qual resulta por sua vez
canénica. Esta ultima propriedade manter-se-4 quando se passa
dos espacos de Borel para espagcos mensurédveis arbitrarios?

Exercicio 84. Retome o problema da composi¢do de fungdes
mensuraveis e suponha que a primeira componente é uma fungio
e.m. com respeito ao espaco mensuravel (W,M), ndo necessaria-
mente igual a um espago de Borel. Mostre que uma segunda com-
ponente igual a uma funcdo boreliana [ou a um vector boreliano
ou a uma sucessdo boreliana] obriga a composicdo a ser uma
funcao e. b. [ou um vector e. b. ou uma sucessao e.b.]. Em seguida,
prove que o resultado subsiste caso se substitua e.m. por s.m.
e, correspondentemente, e.b. por s.b.

4. Posicdo axial das fungcdes borelianas

No decurso deste paragrafo referimos algumas vantagens das
funcbes mensuraveis com respeito a espagos de Borel [eventual-
mente alargados], vimos no teorema 57 uma vantagem suplemen-
tar proporcionada pelas sucessbes borelianas e pelos vectores
borelianos e, por fim, acrescentidmos no teorema 58 (e no exem-
plo 83) uma nova vantagem proporcionada pelos vectores com
coordenadas todas e.b. (vectores esses borelianos gracas ao teo-
rema 57). Os resultados alcancados permitem reduzir vérios pro-
blemas relativos a funcées mensurdveis com respeito a espagos
de Borel a outros problemas mais acessiveis, em que entram
apenas funcbes borelianas [eventualmente em sentido lato] e, com
acréscimo de acessibilidade, porventura apenas fungbes e.b. ou
s.b. Nos paragrafos seguintes vamos ocupar-nos das fungdes bo-
relianas, se bem que va haver, por vezes, um retorno esporadico
aos vectores borelianos.
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Talvez valha a pena acrescentar que existe um encadeamento
entre funcoes borelianas e as suas homénimas em sentido lato
que pouco rastro deixa ficar. Com efeito, se tomarmos a funcéo
boreliana £ com respeito 4 recta de Borel (X,B) e se redesignar-
mos a fungio £ por £ quando tomada com respeito a correspon-
dente recta de Borel alargada (X,B), entdo o corolario 21’ faz
corresponder a cada BeB um BeB propriamente contido em B tal
que B =B + Z, com Z € © ¢B; logo, sendo 7 e 7 as fungdes inver-
sas respectivamente de ¢ e de £, a férmula 72'), a propriedade
ébvia 7(Z) = 0, e a hipétese de £ ser uma fungdo boreliana con-
duzem a

7(B) = 7(B) + 7(Z) = 7(B)eA,

donde concluimos que £ é uma funcédo boreliana em sentido lato.
Por outro lado, caso tomemos uma funcéo £ que seja boreliana
com respeito a (i,ﬁ) e que tenha fung@o inversa 3, obtemos uma
fungido £ com respeito a (X,B), com inversa 7, desde que mudemos
os eventuais valores * ® de £ digamos para o niimero 0. Essa
funcdo sera tal que, escolhido arbitrariamente um BeB e tomado
em conta que 7(%®)sA: ou se tem 0eB~ e n(B) = 7(B)eA ou se tem
0¢B e 7(B) = 7(B) + 7(*)eA, pelo que £ resulta uma fungéo bore-
liana vulgar.
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SECCAO B
ESTUDO ESPECIFICO DAS FUNCOES BORELIANAS

§ 25 — FUNCOES BORELIANAS (REAIS)

1. Generalidades

Dado o espago mensuravel [2(»),A(A)], consideremos a recta
de Borel [X(x),B(B)] ou a sua alargada [X(x),B(B)] e suponha-
mos que X = £(v) € uma fun¢do real ou uma tal funcdo em sentido
lato, definida em © e com contradominio E contido em X ou X.

Tomando em conta a natureza do espaco que contém E, tor-
nam-se oportunas as seguintes definicoes :

Chama-se parte positiva de x = £(w) e representa-se por x* =
= £*(») a funcdo real e ndo-negativa que € igual a x se x>0 e
igual a 0 se x <0 ou, equivalentemente, que ¢ igual a x se x>0
e igual a 0 se x < 0; por outro lado, chama-se parte negativa de x
e representa-se por X~ = {7 (») a funcdo real e nao-negativa que
€ igual a parte positiva de — x = — £(o) ou seja igual a (— x)* =
= (— &)*(e).

Note-se que x~ € igual a — x se x <0 e igual a 0 se x > 0 ou,
equivalentemente, que x~ é igual a — x se x < 0 e igual a 0 se x > 0.
Fala-se em parte negativa, ndo devido aos valores assumidos por x~
(que jamais sdo negativos), mas devido ao facto de agora — x
assumir o papel assumido por x na definicdo de x*.

Em face das defini¢des supracitadas, reconhece-se imediata-
mente que uma fungdo ndo-negativa [ou nado-positiva] coincide
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com a sua parte positiva [ou com a simétrica da sua parte nega-
tiva] e que, seja qual for o ponto o, valem as férmulas

a) &(0) = (o) — £ (0);
b) |&(v) | = &(e) + £ (o).t (92)

Talvez valha a pena acrescentar que ndo ha hipétese de inde-
terminacdo em 92a) porque £*(w) e £~ («) sdo ambos nao-negativos
e porque £*(e) = + © implica {7 («) = 0.

Caso a funcdo real £(«) seja elementar [ou simples], podemos
representar por x; o ponto genérico do conjunto intransnumeravel
E, agora sem receio de confusio com alguma coordenada dum
ponto x, e correspondentemente a representa¢do candnica da fér-
mula 88°’) toma o aspecto

o) =3 xe L, o ()], (93)

com x (2 =0,1,2,...) a percorrer E.

Se transcrevermos a férmula 93) de £, h, x, n e E respectiva-
mente para £ 0 % 7ekE afimde metermos uma nova fungédo
elementar [ou simples], ficamos com a representagdo candnica
de X = (o), pelo que a adaptacdo adequada da férmula 91) e a
convencio de representar por 3* um somatério = privado das
parcelas onde figurem indicatrizes identicamente nulas constituem
incidéncias conducentes as seguintes representagdes intransnume-
ravelmente [ou finitamente] compativeis e paralelas para as duas
funcées & e £ (que tém importincia na teoria da integragdo):

o) =301 o) (94)

1 PATEEL D

(o) =3¥maI 31,

ATy @

com x»(h=0,12,...) a percorrer E ¢ com xs(h=012,..) a
percorrer E.

+ O primeiro membro de b) é o mddulo ou valor absoluto de ().
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O que precede ndo envolve o conceito de mensurabilidade
nem de conjuntos nem de fungdes.

Caso x = £(v) seja uma funcdo boreliana ou uma tal funcio
em sentido lato, a sua inversa 7 € por defini¢éo tal que, seja qual
for BeB ou B:B, se tem 7(B)eA ou n(B)eA. Nesta conformidade,
vale o desenvolvimento do § 24, com (X,B) ou (X,B) particulari-
zado numa recta de Borel, podendo surgir novas facilidades basea-
das ou nas consideragbes introdutdrias deste n.° ou noutras cir-
cunstincias ainda por apresentar.

Neste contexto, vale a pena destacar o (algo repetitivo)

Teorema 59. «<Dado o espago mensuravel [2(«),A(A)] e dada
a recta de Borel [X(x),B(B)] ou a sua alargada [X(x),B(B)],
considere-se a funcdo real x = {(v) definida em ©, vulgar ou em
sentido lato, com funcio inversa . Nesta conformidade:

a) se £ degenerar em constante, entdo ¢ sera uma fungdo s. b.;

b) se £ for a indicatriz dum conjunto K <Q, entdo KeA
institui £ em funcéo s.b. e KeA™ faz com que ¢ deixe de ser men-
suravel com respeito a (X,B) ou (X,B);

c¢) se & for uma funcio elementar [ou simples] com contra-
dominio E = {x¢,Xy, ..., Xs, ...}, entdo £ resulta uma fungéo e.b.
[ou s.b.] se e s6 se, escolhido arbitrariamente um e s6 um valor
h’ de h, tiver lugar a relagéo

n({xx})eA para qualquer k== H’, (95)
equivalente a
7({x1})eA para qualquer h admissivel.» (96)

Demonstragdo. Trata-se duma transcricdo de partes do teo-
rema 56 de acordo com a situagdo presente.

Exemplo 85. Caso é(») seja uma funcdo e.b. [ou s.b.], as
relacGes 93) e 96) mostram que a representacdo 93) é candnica

e mensurdvel para a funcdo £ e, caso £(e) e &(o) sejam duas fun-
¢oes e.b. [ou s.b.], as relagcdes 94), 96) e 54b) mostram que as
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representactes de 94) sdo mensurdveis, intransnumeravelmente
[ou finitamente] compativeis e paralelas para as duas fungées &
e &. Por outro lado, se compararmos as relagbes 93) e 96), reconhe-
cemos imediatamente que uma funcao real e elementar [ou sim-
ples] é uma funcdo e.b. [ou s.b.] ou, equivalentemente, ¢ men-
suravel com respeito a (X,B) [eventualmente (X,B)] se e s6 se for
mensurdvel a sua representa¢cdo candnica. Esta propriedade, a
compatibilidade intransnumeréavel [ou finita] da representacdo
canénica duma funcdo real e elementar [ou simples] e as facili-
dades especiais proporcionadas pela recta de Borel [eventualmente
alargada] constituem a chave para a elevada eficiéncia matemd-
tica das fungédes e. b. [ou s. b.], da qual tiraremos partido em va-
rias fases do nosso estudo.

Exercicio 85. Suponha que ©(«) ¢ uma recta real alargada e
que A(A) ¢ a algebra-o gerada pela classe que se compée dos con-
juntos elementares {0} (compare-se com o exercicio 51). Nesta
conformidade, mostre que a fungéo de ligagdo x = «* entre (Q,4)
e a recta de Borel alargada _gi,B) ¢ uma funcdo que ndo é men-
suravel com respeito a (X,B), muito embora seja mensuravel a
sua representacdo candnica. Vale a pena comparar este resultado
com a condicdo necessaria e suficiente do exemplo 85,

2. Transmissao do caracter e. b,
ou s. b. dumas funcdes para outras

Em seguida, vamos conservar as convencées do n.° 1 e vamos
referir algumas situagées em que, partindo de fungdes e.b. [ou
s.b.] em numero finito, se chega a uma nova funcdo que ainda é
e.b. [ou s.b.].

Neste contexto, proposta uma familia intransnumeravel for-
mada por fungdes reais com dominio comum £, vamos chamar
determinado ao resultado de qualquer associagdo dessas fungoes
por meio de certas operagdes se e sé se, seja qual for o ponto o,
a associagdo em causa conduzir a um e sé um numero real (even-
tualmente igual a * ), Claro que esta definicdo veda indetermi-
nagées como (* ®) + (F®), (¥ ®)/(* ®) e x/0 (esta por falta
de sinal definido na hipétese x % 0).
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A este proposito, aceitamos a convencdo de atribuir o valor 0
a todo o produto de numeros reais com um factor nulo (mesmo
que haja factores infinitos), introduzimos as convencées 0° = 1
e (¥ ©)? =1 e, além disso, supomos conhecidas a regra | = ® | =
=+ ®, as regras relativas a divisdo dum numero finito por = ®
e de = ® por um numero finito e significativo, as regras relativas
a multiplicagdo dum niimero finito de niimeros significativos
quando hd factores iguais a * ® (nimero positivo [ou negativo]
multiplicado por — ® da — ® [ou + *], etc.) e as regras relativas
a subtracgdo e a adicio dum numero finito de numeros reais
quando hd determinagcdo, embora haja termos iguais a * *®
(fF:o0)— (=) = ®_ege).

Posto isso, estamos aptos a enunciar o

Teorema 60. «<Dado o espago mensuravel [2(«),A(A)] e dada
a recta de Borel [X(x),B(B)] ou a sua alargada [X(x),B(B)],
é funciio e. b, [ou s.b.] toda a funcdo x = {(«) definida em @ que
seja:

a) o moédulo duma fungdo e.b. [ou s.b.];

b) a poténcia ndo-negativa e com expoente constante, finito
e ndo-negativo, quando a respectiva base coincidir com uma fungao
e.b. [ou s.b.] e ndo-negativa;

¢) a parte positiva e a parte negativa duma funcdo e.b. [ou
s.b.];

d) o cociente determinado com dividendo e divisor iguais
a funcdes e.b. [ou s.b.] ;

e) o produto dum nimero finito de fungdes e.b. [ou s.b.];

f) a combinacgido linear e determinada dum numero finito
de funcdes e.b. [ou s.b.] (incluindo os casos do produto duma
constante por uma funcéo e.b. [ou s.b.], da diferenca entre duas
funcoes e.b. [ou s.b.] e da soma dum numero finito de fungdes
e.b. [ous.b.]).»
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Demonstracdo- Nas alineas b), d) e f) podemos igualar diga-
mos a 0 a segunda fungdo componente nos pontos em que ela
deixar de ser definida, isto para efeitos de enquadramento no
teorema 58 e no exemplo 83. Entdo, as alineas a), b) ec) e o
primeiro caso especial de f) decorrem imediatamente do teorema
58 na versdo do exemplo 83 ou seja na versdo N = 1, desde que
se iguale af (X’,B’) a (X,B) e (X’,B’) a (X,B). As mesmas subs-
tituicbes e o teorema 58 na versdo N = 2 justificam a alinea d)
e o segundo caso especial de f). Por fim, as substituicoes referidas
e o teorema 58 na versido geral N > 1 provam a parte remanescente
da nossa tese.

Observacdo. A propédsito do teorema 60, seguiu-se o critério
de juntar num mesmo enunciado os casos mais imediatos de trans-
missdo do caracter e. b. [ou s. b.] em que, por um lado, ha s6 uma
funcio transmissora (dum numero finito de variéveis) e em que,
por outro lado, pode ser preciso evitar as chamadas indetermina-
cOes. Partes da tese sustentardo desenvolvimentos ulteriores e
outras partes, embora dispensaveis para esse fim, permitirdo
contornar discriminagbes de casos um tanto fastidiosas.

Exemplo 86. Desde que limitemos o teorema 60 ao caso de
funcdes de partida todas finitas, a unica convencdo a introduzir
sera 0° = 1, as regras de célculo com nimeros infinitos tornam-se
desnecessarias e, além disso, as tnicas indeterminacbes a evitar
serdo as provenientes dum divisor 0 no caso da alinea d).

Exemplo 87. Tomando em conta os pressupostos do teorema
60, reconhecemos que s6 podem surgir indeterminagSes ou em d)
ou em f), no caso de f) com um minimo de duas fungdes com-
binadas. Num caso e noutro, o teorema 60 permanece vdlido se
designarmos por D a parte de Q onde houver determinagio ou
do cociente ou da combinagdo linear, se conservarmos esta gran-
deza em qualquer ponto oD e se lhe atribuirmos o valor 0 em
qualquer ponto «eD~. Isto porque o teorema 58 continua a garan-
tir que é e.b. [ou s.b.] a fungdo definida em Q através das con-
vencoes estabelecidas. — Supondo D propriamente contido em ©
e nao-vazio, basta que se tenha DzA para que o teorema 45 esta-
beleca a equivaléncia entre a mensurabilidade do cociente ou da
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combinagdo linear, quando tomado na regido de determinacio D,
e a mensurabilidade do cociente ou da combinagéo linear, quando
estendido a © pelas convengdes supracitadas. Por isso, convém-nos
deduzir a relagdo DeA ou a relagdo equivalente D~ ¢4, da qual tra-
taremos sem nos preocupar com a hipétese 13'Q propriamente con-
tido em D~ propriamente contido em ©. — Nesta conformidade,
ndo sé vamos designar por &, %, ..., éx as fungbes e.b. [ou s.b.]
que se pretendem associar, como também vamos designar por
71, M2, ... , Mn as respectivas funcdes inversas na acepcao da férmula
70). Entdo, no caso d) do teorema 60 ou seja no caso /42, o bore-
liano {0} propriamente contido em X, propriamente contido em
X; e os borelianos ® propriamente contido em X; e © propria-
mente contido em X, conduzem 2 relacdo

D™ = [q(%®) A ny()] ¥ 72({0})eA,

a qual pretendiamos chegar. Se tivermos o caso f) do teorema 60
com pelo menos duas fungGes combinadas e se, além disso, a com-
binagdo linear se reduzir a soma £ + & + ... + &y, entdo os bore-
lianos {— ®} e {+ ®}, tirados de cada uma das rectas Xu(n =
=1,2,...,N), conduzem i relacdo pretendida sob a forma

D& lém‘{(ng.'ﬂ ([1u({—*®}) Ana({+ *})] +
+ [u({+ ®}) A na({— © })])e4,

onde os pares m, n admissiveis sdo em numero de N(N — 1)/2
e onde a parcela genérica da unido ¢ uma soma insensivel a per-
muta entre m e n e, portanto, a permuta entre £{m € . Por fim,
se as funcdes 4 entrarem na respectiva combinacdo linear com
coeficientes reais c. nem todos iguais a 1, entdo cada um desses
coeficientes pode ser incorporado na fungéo com o mesmo indice,
isto sem qualquer prejuizo para a dedugéo precedente, desde que,
seja qual for n, o simbolo 7. passe a representar a inversa da fun-
¢do e.b. [ou s.b.] coén. —O que mais interessa reter do atrés
exposto é que as chamadas indeterminacées nio influem signifi-
cativamente no cardcter e. b. [ou s. b.] das associacbes de funcées
do teorema 60.
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Exercicio 86. Sendo @ = {1,23} e A= {2,0,,{1},{1}"}, consi-
dere a fungio real e simples £() definida pelas igualdades £({2})=
= {2} e £({1,3}) = {— 2}. Mostre que nido é boreliana nenhuma
das fungbes £, e £ e que € s. b, cada uma das fungées |£| e £.

Exercicio 87. Prove que uma funcéo real e elementar [ou sim-
ples] é uma funcdo e.b. [ou s.b.] se e sé6 se forem simultanea-
mente e. b. [ou s.b.] as suas partes positiva e negativa.

3. Redugédo duma funcdo boreliana a um limite uniforme
de funcdes e. b.

Posto isso, vamos recorrer a ideia referida em §’) do n° 1
do § 24 para reduzir as fungdes reais e borelianas mais gerais a
funcdes e.b. ou s.b. em termos de passagem ao limite ao longo
duma sucessio.

Para comecar, temos o

Teorema 61. «Dado o espago mensuravel [2(«),A(A)] e dada
a recta de Borel alargada [X(x),B(B)], entdo qualquer funcédo
boreliana x = £(v) coincide com o limite uniforme (em o) duma
sucess@o formada por fungdes e.b.»

Demonstracdo. Se bem que o enunciado tenha sido posto em
termos de fungdes borelianas em sentido lato, logo se reconhece
que ele se aplica também as funcdes borelianas vulgares ou seja
finitas (a este propésito pode consultar-se o n.° 4 do §24).

Seja entdo E o contradominio da fungdo boreliana ¢ do enun-
ciado e seja 7 a sua funcio inversa na acepgio da férmula 70).
Nesta conformidade, se k percorrer a sucessdo ..., —2, —1,0,1,
2, ... formada por todos os nimeros inteiros, podemos fazer cor-
responder a cada ntimero natural n a fungdo x. definida em Q@
e dada por

Xn = £a(0) = ((— ®) («)) (97)

Lo
k . . . y

* (—004:-1;1:%—1 [_2',,_ I’I({—-::T-Q X <-lf-;—1-})( 1) +(0 Iq({o}}( ) +

+(_ = [_k_.I k—1<x<%})(m)])+((+oo).1n({+m})(m)

1<k<+ 0 211 ﬂ({z_n

(n=123,...)
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onde cada simbolo I assinala a indicatriz do conjunto colocado
em indice, conjunto esse obviamente contido em €.

Ora, seja qual for o valor de n, sucede que os argumentos
de 7 em 97) constituem uma infinidade numeréavel de borelianos
intervalares contidos em X, ndo-degenerados 2 excepgio de {—*},
{0} e {+ *}, disjuntos dois a dois, com soma igual a X, tais que
os seus transformados inversos resultam disjuntos dois a dois e
com soma igual a Q@ e, além disso, tais que, escolhido arbitraria-
mente um dos argumentos referidos digamos M, vale 3(M) =
= 9(MAE) (a este prop6sito pode consultar-se o n.° 2 do §21).
Agora das duas uma: ou MAE = O_ e corresponde uma parcela
do ultimo membro de 97) que € suprimivel por ser identicamente

nula; ou MAE £ Of e corresponde uma parcela do dito dltimo
membro que ndo sé ¢ factor numérico de I . nos pontos o
enviados por £ para M, como também vale 0 nos demais pontos o,
Concluimos que, seja qual for n, a fungéo £, da igualdade 97) re-
sulta uma fungdo elementar tal que o ultimo membro, desemba-
racado dos termos com indicatrizes identicamente nulas, fica ins-
tuido em representacdo compativel e até canénica, esta mensuravel
devido & relagdo n(M)eA para cada intervalo M em causa (a este
prop6sito pode consultar-se 0 n.° 3 do §21 e também o n° 6 do
§22). Dai e do resultado do exemplo 85 (ou duma adaptagido
adequada da relagao 96) do teorema 59) concluimos que séo e.b.
todas as funcdes £.(e) definidas por 97). Escusado sera acrescen-
tar: que a convengdo (* ©)-0 = 0 permite suprimir as parcelas
extremas do segundo membro de 97) sempre que a fungdo £ for
finita; que cada & assume o valor + ® [ou — *] no ponto » se
e s6 se £ o assumir ai; que a parcela colocada a meio do tultimo
membro faz apenas presenga formal para tornar bem patente o
facto de cada £, assumir o valor 0 no ponto o se e s6 se £ o assu-
mir ai.

Chegados a este ponto, vamos convencionar que £(o) é o li-
mite uniforme das fungdes £(v) (quando n tender para + ®) se
e s6 se, designado por U o conjunto formado pelos pontos o tais
que £(o) 5% &(0) para algum n, ou U for vazio ou &, tender para
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¢ uniformemente (no sentido habitual) em U. Entdo, pertencem
a U~ os eventuais pontos » em que £(o) = * %; além disso, seja
qual for o ponto «eU=0_, a férmula 97) faz corresponder a
relagio |£(e) — &(o) | <1/2°l0 quando nt+ ®. Assim a funcdo
£(e) serd o limite uniforme das fungdes én(w), 0 limite uniforme
classico no caso da finititude de £(0)t e um limite uniforme
um tanto convencional nos demais casos, c.q.d.

Observagdo. A demonstragdo do teorema 61 é construtiva no
sentido em que ela administra, através de 97), uma sucessio que
satisfaca as condigdes referidas no enunciado, além de dar um
tratamento privilegiado aos eventuais valores 0 e = © de x, quer
dizer aos tnicos valores que podem causar indeterminagdes. Claro
que nada impede a existéncia de outras sucessbes que satisfagam
também as ditas condicdes. Por outro lado, veremos mais adiante
que a transmisséo do caracter boreliano por passagem ao limite
ao longo duma sucessdo ndo exige qualquer comportamento es-
pecial do processo de tendéncia, pelo que a uniformidade do teo-
rema 61 ¢ menos importante do que a uniformidade similar estu-
dada na teoria classica das fungdes reais — a qual transfere pro-
priedades (por exemplo, a continuidade) que sem ela poderiam

extraviar-se.

O teorema 61 compreende casos particulares em que a ten-
déncia, além de ser uniforme, é também monotdnica. Vejamos

alguns.

Corolario 61°. «<Com os mesmos dados do teorema 61, qualquer
funcdo boreliana e ndo-negativa [ou nao-positiva] x = () coin-
cide com o limite uniforme (em o) duma sucessdo decrescente
[ou crescente] formada por fungGes e.b. ndo-negativas [ou ndo-
-positivas].»

+ A relagdo precedente passa a valer para qualquer we > U.
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Demonstragdo. A nao-negatividade [ou nao-positividade] da
fung@o ¢ torna identicamente nulas as indicatrizes que figuram
antes [ou depois] da parcela colocada a meio do tltimo membro
da igualdade 97), pelo que resulta ndo-negativa [ou nao-positiva]
cada uma das fungdes e. b. & cujo limite uniforme € £. Nesta con-
formidade, s6 falta provar que, escolhido arbitrariamente o valor
de n, entdo, seja qual for o tal que 0 < {(0) <+ ® [ou 0 > §(w) >
>—=], vale a desigualdade &(e) > &nu(e) [ou &u(o) < &u(e)]. Ora
tal sucede efectivamente porque, quando se passa de n para n+1,

+
cada intervalo {kZD1 <x< ; } [ou {—zkn—g X <%1—}] é meado,

pelo que a hipétese

MQ({O) o At o 2k _—p 2k+1 ;
pyer Py Py Py
acarreta &ni(o) = 2;:11 < () [ou &) = —2%}:—1 = £()]
e a hipétese 2;:11 < &(w) é—;f—l [ou 22}:1 < (o) < —Z%k‘%l—)—]
acarreta Ena(s) = 2o = (o) [ou (o) = Tl > (o).

Fica assim completada a nossa demonstracéo.

Exemplo 88. Omitida a parcela colocada a meio do tultimo
membro de 97), o valor especial 0 deixa de chamar a atencio.
Nesta conformidade, ndo sé podemos deixar de exigir que cada
£, assuma o valor 0 no ponto » se e s6 se £ ai 0 assumir, como
também podemos suprimir o segundo [ou primeiro] somatdrio
do dito tultimo membro para compensarmos através do prolon-
gamento do outro somatério, por forma a incluir todo o k entre
— © e + ®, Procedendo deste modo, entdo adaptagdes imediatas
das demonstragdes do teorema 61 e do coroldrio 61’ mostram que
as novas fungdes & (») assim obtidas sdo funcées e. b. formando
uma sucessdo crescente [ou decrescente]l com limite uniforme
igual a &(o).
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4. Reducdo duma funcdo boreliana a um limite de funcdes s. b.

Se bem que as passagens ao limite do teorema 61 e do coro-
lario 61’ sejam satisfatérias para os nossos propésitos imediatos,
ha situacdes (por exemplo no estudo dos integrais) em que é pre-
ferivel exprimir uma fungéo boreliana arbitraria como limite duma
sucessio (eventualmente monotdnica) formada por fungdes s.b.,
mesmo que este acréscimo de acessibilidade as fungdes de apro-
ximagdo tenha de ser pago pela rentincia a uniformidade da ten-
déncia para o limite. Nesta ordem de ideias, vamos apresentar o

Teorema 62. «Dado o espaco mensuravel [2(»),A(A)] e dada
a recta de Borel alargada [X(x),B(B)], entio qualquer funcio
boreliana e nio-negativa x = £(») coincide com o limite duma su-
cessdo crescente formada por fungGes s.b. ndo-negativas.»

Demonstracdo. Podemos retomar o texto da parte inicial da
demonstracdo do teorema 61, com boreliana e ndo-negativa em
lugar de boreliana, com EL{0<x<+*} com k=123,... ¢
com 97) substituido por

k—1
Xn = Eu(ﬂ)) = (lékz@n-zn [ "‘En— = I,}({_k?‘::!u éx{%_}) (w‘)]) +
(98)
+ (n.Iﬂ({néxém}) (o)) + ((+ ) I‘?({ﬂg}) ()

=123, ..o )

Em seguida, podemos continuar da mesma forma que no
texto subsequente a férmula 97), com as diferencas de que agora
{+ ©} é o tinico intervalo degenerado, que os intervalos envolvidos
somam {0 <x <+ ©} > E e, por fim, que cada uma das funcées &,
resulta ndo-negativa e simples e logo s.b. Claro que a finititude
de ¢ permite suprimir a ultima parcela do dltimo membro de 98)
(por passar a ser identicamente nula) e que cada £, assume o valor
+ % no ponto o se e s6 se £ 0 assumir ai.

Por outro lado, escolhido arbitrariamente o ponto o, ou se
tem £(0) = + © =£,(0) para cada n ou se tem £(o) < + %, existe
um valor particular v de n tal que £(«) <v, qualquer n>v da
0<fw)—£(0)<1/2® e nT+ ® faz com que £&(e) tenda para
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{(»). Mas agora o limite ndo é obrigatoriamente uniforme, porque
o numero v referido depende, em principio, do o escolhido. Por
fim, o crescimento das fungdes £ quando n cresce prova-se por
uma adaptacdo do processo utilizado na parte final da demons-
tragdo do corolario 61°, onde a passagem de n para n+ 1 se ajusta
por forma que 1<k <n-2" faga mear cada um dos intervalos

2(k—1) 2k
{ <x< }equen-22<k <(n+1)- 2" conduza
2n+1 2m+1
aos intervalos (n<x<n-+ . },...,{n+1-—1--€x<n+1}
- 2n+1 2m+l

com soma igual a parte {(n<x<n+t1}de {n<x<+ ®}.

Observagdo. A demonstracdo do teorema 62 ¢ construtiva no
sentido em que ela administra, através de 98), uma sucessdo que
satisfaca as condigdes referidas no enunciado. Claro que pode
haver outras sucessdes que satisfacam também a essas condiges.
— Por outro lado, podemos deixar de privilegiar o valor + ® e
até podemos conseguir que as fungdes de aproximacdo sejam
sempre todas finitas (sem perderem nenhuma das caracteristicas
restantes), isto se retomarmos o ultimo membro de 98), se subs-
tituirmos ai x <+ ® por x <+ ® ¢, por fim, se suprimirmos
em seguida a tltima parcela, a tinica proveniente dum intervalo
degenerado. Com efeito: caso £(o) 5= + ® para qualquer o, reca-
imos no estudo simplificado referido no decurso da demonstragéo
do teorema 62, com a diferenca agora meramente formal de se ter
posto x < + ® em lugar de x <+ ®; caso £(o) deixe de ser uma
funcio finita, nada se modifica na dedugdo do limite nos pontos o
em que £ for finito e nos demais pontos o resulta {(o) = +® =

= lim n = lim &(o). Resolvida assim a questdo do limite, ndo
nf+co af+oo
ha dificuldade em reconhecer que as novas fungdes &, sdo todas

s.b. ndo-negativas e formam uma sucessdo crescente. — Podemos
acrescentar que a variante agora exposta € usada frequentemente.

Posto isso, vamos antecipar certos casos particulares do fu-
turo teorema 64 através do

Lema 62;. «<Com os mesmos dados do teorema 62, qualquer
func@o boreliana £ é tal que resultam também borelianas as fun-
coes —§, & e >
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Demonstragio. Sendo — £ = £ a simétrica da funcio (o) e
sendo 7’ a fungdo inversa de £, entdo, atendendo ao teorema 19
e a borelianidade de £ vale 7’({£ = — ®}) =9({£ =+ ®})ed e,
seja qual for o nimero finito a, vale 7'({—®<#&<a})=
= n({— a < £<+ ®})ed. Por outro lado, a alinea d) do n.° 3 do
§14 e o corolario 21’ mostram que os argumentos de %’ acima
usados perfazem uma classe geradora de B. Logo o teorema 46
prova a borelianidade de — é&.

Falta provar a borelianidade das fungdes & e & = (— £)*.
Cada uma delas ¢ a truncada duma func¢do boreliana pelo conjunto
dos pontos » em que essa funcdo assume valores negativos, quer
dizer pelo transformado inverso do intervalo {— ©*<x<0}. O
transformado referido pertence a A, pelo que o teorema 48 prova a
borelianidade de £t e a de &, c.q. d.

A consequéncia mais importante do teorema 62 e do lema
62 é o

Corolario 62’. «<Com os mesmos dados do teorema 62, qual-
quer fungdo boreliana x = &(») coincide com o limite duma su-
cessio formada por funcdes s.b.»

Demonstracdo. Sabemos, pela formula 92a) e pelo lema 62,
que x = £*(0) — { (), onde o diminuendo x* e o diminuidor x~ =
= (— x)* sdo fungbes borelianas e ndo-negativas para as quais
+ ® nio pode ser valor comum em nenhum ponto . Ora o teo-
rema 62 permite igualar x*[ou (— x)*] ao limite duma sucessdo
(crescente) formada por fungdes x*=£(w)[ou (—Xa)*=(—4)*(0)]
s.b., ndonegativas e dadas por um ajuste adequado da férmula
98) (e logo finitas se £ for uma funcdo finita). Mas, as fungdes x*
[ou (— X.)*] andam solidarias com x*[ou (— x)*] para efeitos
do valor + ® e, portanto, as diferengas x ¥ — (— Xa)* = £u(o) resul-
tam todas determinadas. Nestes termos, quando nf+ ®, entio
£.(0) tende para £(o), pelo que a nossa demonstracdo fica com-
pletada se tomarmos em conta que a alinea f) do teorema 60 ins-
titui em funcdo s.b. cada uma das diferencas £.(o).
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Observagdo. E 6bvio que as diferencas x! — (— xu)* da de-
monstracdo precedente em geral ndo formam uma sucessdo mo-
notdnica. Por outro lado, o corolario 62’ e as férmulas 93) e 96)
mostram que qualquer fungdo boreliana é limite duma sucessdo
composta por combinagdes lineares, cada uma das quais se forma
a custa dum numero finito de indicatrizes de conjuntos mensurd-
veis, estes tirados do espago mensurdvel inicial. Eis um resultado
surpreendentemente singelo para uma classe de funcbes que é
muito vasta e onde cabem funcdes complicadas (conforme vere-
mos mais adiante).

Exercicio 88. Mostre que é uniforme (no sentido do teorema
61) o limite da sucessdo utilizada na demonstracdo do corolario
62, isto sempre que a fungdo boreliana ¢ ai considerada for uma
funcéo limitada na parte finita do seu contradominio.

Exercicio 89. Com os mesmos dados do teorema 62, escolha
arbitrariamente uma fungédo boreliana x = £(v) > 0 e mostre que

as funcgbes

Xo = &a(e0) = (0-I (0)) +

"D
k
+ (ngim.zﬂ [-2_“- Iq({% 4*4“12‘{.‘_}) (0)]) +
* ((+ W) -Iq({nqxg-pm}) ("’)) (1'1 =123, )

formam uma sucessao decrescente, sio funcgdes s. b. ndo-negativas
e, por fim, s3o tais que nT+ © implica £&(0){&(v) e que cada £,
assume o valor 0 no ponto « se e s6 se £ o assumir ai.

Exercicio 90. Retome a férmula 97) do teorema 61 e a for-
mula 98) do teorema 62 e substitua ai, sempre que for possivel,
o coeficiente duma indicatriz pelo ponto médio do intervalo a que
diz respeito essa indicatriz. Em seguida, refaca a teoria em
termos decalcados dos acima assinalados e indique as eventuais
(des)vantagens do procedimento adoptado.
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5. Supremo, infimo e sublimites extremos

Vimos, nos n.°® 3 e 4, que toda a fung@o boreliana é limite
duma sucessdo formada por fungdes e.b. e até por fungdes s.b.
Poe-se a questdo de indagar se qualquer limite duma tal sucessdo
vem a ser obrigatoriamente uma fungdo boreliana, A seguir resol-
veremos a questdo posta e até a ultrapassaremos consideravel-
mente.

Comecemos por expor sucintamente uma nog¢do de supremo
[ou infimo], eventualmente maximo [ou minimo], gizada em ter-
mos convenientes para 0s nossos propdsitos. Nesta conformidade,
consideremos um conjunto ndo-vazio Y, de ponto genérico y
pertencente a recta real alargada X(x). Vamos igualar X 34 soma
de dois conjuntos, a saber: um Y’ formado por todos os x < + ®
[ou x > — ®] especiais, sejam x’, tais que haja algum y > %’ [ou
y <x’]; outro Y” = Y’ formado por todos os x especiais, sejam
x”, tais que ndo haja nenhum y > x” [ou y <x”].

Entdo, hd trés hipdteses (exaustivas e mutuamente exclusi-
vas):

ou Y’ ¢ vazio, o que sucede se e s6 se Y ={— ®} = {S} [ou
Y={+2}={s};

ou Y’'={+%}={S}[ou Y’={— *®} ={s}], o que sucede
se e s6 se + @ [ou — ®] for elemento e/ou ponto de acumulagéo
de Y;

ou YeY —{+*}[ou Y e Y’'— {— ®}] sdo ambos nio-
-vazios, existem nimeros y > — ® [ou y < + ®] e logo existem
ndmeros X’ > — @ [ou x’ < + ®], os nameros y resultam limitados
a direita [ou esquerda], havera nimeros x” < + ® [ou x” > — ®]
e a impossibilidade de se ter alguma vez x’ > x” [ou x” > x’] faz
com que o (conhecido) axioma da separacdo relativo a niimeros
reais e finitos garanta a existéncia dum e dum sé ntimero finito
S [ou s] separadort de Y’ e Y”.

t+ Em rigor, trata-se dum melhoramento do axioma, que é quase ime-
diato e a que se pode chamar teorema da continuidade de Dedekind (p4g. 25
do Vol. I de OSTROWSKI da bibliografia).
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Chegados a este ponto, estamos aptos a dar a seguinte defi-
nicdo:

Ao ntmero S [ou s], assinalado em cada uma das trés hipé-
teses supracitadas, vamos chamar supremo [ou infimo] de Y e
vamos representa-lo por

S = sup y [ou s = inf y].
veY yeY
O caso especial em que SeY [ou s¢Y] pode ser destacado, cha-
mando a S mdximo [ou s minimo] de Y e usando o simbolismo

S = maxy [ou s = miny].
veY veY

Sempre que o numero S [ou s] deixar de ser maximo [ou
minimo], ele tera de ser um ponto de acumulagdo a direita [ou a
esquerda] em relagdo a Y, uma situagdo de recurso que ndo pode
produzir-se na primeira hipétese por causa da singularidade de Y,
que é imposta pela prépria indole da segunda hipbtese e que a
terceira hipétese faz decorrer do facto de qualquer x’ arbitraria-
mente préximo de S [ou s] impor a existéncia dum y > x’ [ou
y < x’], 0 qual y agora ndo pode ser igual a S [ou s] e muito menos
pode ser > S [ou < s], porque a tal se opde a existéncia (absurda)
de ntimeros x” nesse caso intercalados entre v e S [ou s].

Em face do exposto, apresentamos a seguinte defini¢cdo alter-
nativa:

Dado um conjunto néo-vazio Y < X, o seu supremo [ou infi-
mo] é o tnico ntimero SeX [ou seX] tal que nenhum yeY seja
> S [ou <s] e que haja elementos yeY em qualquer intervalo a
que pertenca S [ou s] na qualidade de extremo direito [ou es-
querdo].

A prova da equivaléncia entre as duas defini¢des de supremo
[ou infimo] supracitadas ¢ um exercicio de rotina que deixamos
ficar ao cuidado do leitor. Note-se que a primeira defini¢do garante
a existéncia e a unicidade do supremo [ou infimo], a partir do
axioma da separagdo,t e que a definicdo alternativa é formal-
mente mais acessivel, mas teoricamente condicionada por pres-

+ Melhorado no sentido da nota anterior.
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supor a existéncia de pelo menos um niimero S [ou s]. Por outro
lado, a definigdo alternativa torna imediato que s < S, isto por
causa de s <y e y < S para qualquer ysY. Assim s = S se e s6 se
for singular o conjunto Y.

Posto isso, dado um conjunto nio-vazio Y< X e formado
por nimeros y, vamos denominar simétrico de Y e vamos repre-
sentar por —Y o conjunto formado pelos ntimeros —y que sdo
simétricos dos yeY. Como hé equivaléncia entre as relagdes yesY
e —ye—Y, basta seguir as defini¢Ges alternativas de supremo e
de infimo para reconhecer que: o infimo s de Y € tal que nenhum
— ye—Y resulta>—s; ha elementos — y em qualquer intervalo a
que pertenca — s na qualidade de extremo direito; o simétrico
do infimo de Y coincide com o supremo de — Y. Fica assim pro-
vada a férmula

infy = ~ sup (— ), (99)

ey -ve-¥
a qual permite fazer o estudo dos infimos a custa do estudo dos
supremos e comporta casos particulares interessantes, entre os
quais citamos o caso em que Y é simétrico (quer dizer igual a —Y)
e o caso em que ha extremo (quer dizer maximo ou minimo).

Observagdo. Caso se trabalhe na recta real vulgar X em lugar
da sua alargada X, as trés hipéteses relativas ao conjunto nao-vazio
Y (apresentadas no inicio deste n°) reduzem-se no sentido de
ficarem excluidos os niimeros * %, Assim, a primeira hipé6tese
desaparece e a segunda sé pode subsistir se Y for ilimitado a di-
reita [ou 4 esquerda], caso esse em que ndo havera supremo
[ou infimo] (a ndo ser que X «conceda emprestar» a X o nimero
+ o [ou —%]).

Vale a pena particularizar o atrds exposto, supondo que os
ntimeros yeY se constituem em sucessdo formada por ntmeros
ya(n = 1,23, ...), cujo indice n vamos redesignar por m sempre
que ele aparecer em segunda versdo. Neste contexto, as igualdades
de definigdo

Tim yo= inf ( sup ya)

o400 l<m<+oo mLatwm
€
m y.= sup ( inf ya) (100)
1€m<+ o0 m<ng+oo
nt+oo
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sdo tais que cada uma delas conduz a um ntimero tnico, ou finito
ou igual a * ©, e que as duas generalizam a férmula 21) (referida
a um ponto fixo «), dum modo que passamos a analisar.

Sendo L [ou 1] o primeiro [ou segundo] dos ntimeros defini-
dos por 100), entdo o facto de {m <n < + ®} ser um conjunto
que perde o primeiro elemento quando se passa de m para m + 1
¢ um facto que obriga os supremos L [ou infimos 1.] que devem
ser infimados [ou supremados] a constituir-se em sucessdo decres-
cente [ou crescente], cujo limite certamente existe e é obrigado,
pela defini¢do alternativa de infimo [ou supremo], a ser igual a
L [ou 1]. Agora apresentam-se duas alternativas (exaustivas e in-
compativeis) : ou existe uma subsucessdo formada por supremos
L’; [ou infimos I’}] que decresce [ou cresce] estritamente; ou
entdo existe um numero natural M tal que Ln =L [ou ln = 1]
para m = M.

Na primeira hipétese, seja qual for p, a definicdo alternativa
de supremo [ou infimo] faz com que exista um y’¢Y tal que
L<y,<L%[oul>y,21}] e assim, mesmo que os y’» ndo sejam
todos distintos entre si na qualidade de elementos de Y, pode
extrair-se deles uma subsucessdo decrescente [ou crescente] for-
mada por elementos diversificados y”¢¢Y tais que

L=1lmL,> lim y’>L[oul= lim I’ < lim y”q <1].

pi+oo qt+oo pf+coo qf+oo

Na outra hipétese surgem dois casos : ou ha infinitos mimeros
ya = L [ou ]] ou ndo os h4, caso este em que existe um valor par-
ticular m’> M de m tal que Lo’ =L [ou lo' =1] e também tal
que 0s ntimeros y.¢Y supremados por L’ [ou infimados por l.’]
resultam todos distintos de L [ou 1] e, portanto, admitem L [ou 1]
para ponto de acumulagéo.

Em face do exposto, concluimos que L [ou 1] é sempre um
sublimite de Y, quer dizer o limite duma subsucessio de Y. Mas
ha mais: L [ou 1] serd o sublimite mdximo [ou minimo] de Y,
quer dizer tal que nédo existe nenhum sublimite maior [ou menor],
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isto porque, se os y: formarem uma subsucessdo dos y. tal que

exista lim y: = p, entédo
rt+oo

L=1lim L.= lim ( sup y.)Zp

rt+oo rf4oo r€ndtoo

[oul= lim .= lim ( inf 9y.)<p].
rf+oo rt+o0  r<a<+to

Por outras palavras, acabamos de provar o

Lema 63o. «Dada uma sucessdo Y = {y1, ¥2, ... , ¥u, ... }, contida
na recta real alargada X, os nimeros univocamente determinados
pelas duas igualdades 100) sdo, por ordem, o sublimite maximo
e o sublimite minimo de Y (cuja existéncia fica assegurada, com
a particularidade de o segundo ndo poder exceder o primeiro).»

Exemplo 89. As férmulas 100) e 99) permitem chegar a uma
igualdade que estabelece os sublimites minimos a custa dos sub-
limites maximos e que pode tomar a forma

lim ya = — lim (— ya). (99)

ot+oo nT+co

Com efeito, vale

limyn= sup (—(—inf wyu))=— inf (—inf y,) =
nf+o0 1<m<+ao mgn<+o I€m<to mgn<too
=— inf ( sup (—w))=— Iim (— ya).

I€m<+oo mgn<+om nf+oo

Deixando o exemplo, tome-se o espaco 2(e) e a recta real
alargada X(x) e considere-se uma familia formada por funcdes
x¢ = £i(0) (teT), definidas em Q e todas com contradominio con-
tido em X. Entdo, escolhido arbitrariamente um ponto o, corres-
ponde o conjunto formado pelos ntimeros &(w)eX(teT), o qual
admite um e s6 um supremo (numérico) S(e) = stuap xt [ou infimo

(numérico) s(e) = inf x¢]. Nesta conformidade, se fizermos va-
teT

riar » ao longo de ©, resulta um
supremo S(o) = sup £i(o) [ou infimo s(w) = inf &()],
teT teT
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que é uma funcdo definida em Q e a que poderiamos chamar fungdo
suprema [ou infima] em relagdo as fungdes dadas éi(»). No caso
especial de t ser o niimero natural genérico n, subsiste tudo quanto
acabamos de dizer e, além disso, os sublimites maximo e minimo
definidos através da férmula 100) ddo, com o a variar ao longo
de @, duas funcdes definidas em 2, a saber

lim &(e) e lim &(o),
nf+oo nf+oo

que sdo respectivamente o sublimite mdximo e o sublimite minimo
das fungbes &(o) (n=1,2,3,...) (constituidas em sucessao).

Em face do exposto, estamos aptos a preparar a parte final
do § 25 através do

Lema 63;. «Considerem-se o espago ©(«), a recta real alargada
X(x) e a familia de funcdes x; = £(o) (teT) definidas em Q, todas
com contradominio contido em X e com fungdes inversas 7.. Ent3o,
sendo s(«) o infimo das fungdes é:(«) e sendo ¢ a funcéo inversa
de s, qualquer ntimero real e finito b conduz 2 igualdade entre
conjuntos

o({— © <s(0) <b}) =Y p({— @ <&(0) <b})» (101)

Demonstracio. Escolhido arbitrariamente um teT, a hipétese
de £.(») enviar o para o intervalo I = {— ® < x<b} é uma hipé-
tese que implica que s(o) < £:(o) envie também « para Iv; assim
se conclui que a parcela genérica do segundo membro de 101) est4
contida no respectivo primeiro membro, pelo que, atendendo a
nota posta a prop6sito da férmula 16), o segundo membro de 101)
¢ um subconjunto do respectivo primeiro membro. Por outro lado,
caso s(w) envie um certo o para I, entdo € impossivel que cada
uma das funcbes £:(o) — infimadas por s(») —envie esse o para
um nuimero > b, pelo que todo o ponto pertencente ao primeiro
membro de 101) pertence a uma das parcelas do segundo membro,
como quem diz o primeiro membro de 101) é um subconjunto do
respectivo segundo membro. Nesta conformidade, encontra-se jus-
tificada a igualdade da tese.
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Observagdo. Guardamos um novo exemplo e certos exercicios
relacionados com a matéria deste n.° para o n.° seguinte, onde
terdo melhor cabimento.

6. Limites de sucessdes formadas por funcdes borelianas

O que precede ndo envolve o conceito de mensurabilidade
nem de conjuntos nem de fungbes. Passando a introduzir esses
conceitos, vamos apresentar o teorema bdsico deste n.°, Ei-lo:

Teorema 63. «<Dado o espago mensuravel [Q(«),A(A)] e dada
a recta de Borel alargada [X(x),B(B)], considere-se uma familia
intransnumeravel formada por funcdes &(0) (n = 1,2,3,...), todas
elas borelianas. Entdo, o infimo s(o) [ou supremo S(w)] das
fung¢des consideradas resulta, por sua vez, uma funcio boreliana.»

Demonstra¢do. a) Comecemos pela parte da tese relativa ao
infimo. Nesta conformidade, a relacdo 101) do lema 63, (com t
substituido por n), a hipétese da borelianidade das fungdes £, e,
por fim, a propriedade 54b) impdem, seja qual for o nimero finito
b, a nova relagdo o¢({ — ® < x <b})eA. Ora os exemplos 68 e €9 e
o coroldrio 10’ dido o({s=—®}) =2e({—®*<s<—n})ed e
o({— *® <s<b}) = o({— © <s<b}) — o({s = — ®})ed, pelo
que ¢ se encontra nas mesmas condi¢ées que 3’ da demonstragso
do lema 62; (com b em lugar de a). Assim concluimos que s(»)
é uma funcio boreliana.

b) Escreva-se a relagcdo 99) sob a forma
S(m) = sup fn(w) = —inf [— én(m)]. (1(}2)
n ]
Entdo, a parte a) da nossa demonstragdo e duas aplicagies
do lema 62; provam que também S(e) é uma funcdo boreliana,

c.q.d.
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A consequéncia mais importante do teorema 63 é o

Corolario 63’. «<Dado o espago mensuravel [2(»),A(A)] e dada
a recta de Borel alargada [X(x),B(B)], considere-se uma sucessdo
formada por fungdes borelianas &(») (n=123,...). Entédo, os
sublimites minimo e méximo da sucessdo sdo funcgdes definidas
em Q, que resultam ambas borelianas.»

Demonstragdo. O lema 63, ndo sé6 garante que os dois subli-
mites referidos existem em ©, como também permite exprimi-los
a custa da férmula 100), onde o papel dos y. passa a ser assumido
pelas grandezas £.(o). Em seguida, duas aplicagdes consecutivas
do teorema 63 provam, em cada uma das duas alternativas, que
o respectivo sublimite extremo (ou maximo ou minimo) é uma
funcdo boreliana, c. q. d.

Notando que um limite (fixo ou varidvel com ), tirado em
X, s6 pode apresentar valores finitos ou iguais a = ®, por outras
palavras que nfo h4 cabimento para «ficgdes» de limites infinitos
sem sinal declarado , passamos para ¢

Corolario 63”. «Caso as fungbes borelianas £.(¢) do coro-
lario 63’ formem uma sucessdo com fungio-limite definida em Q,
esta sera por sua vez uma fungio boreliana.»

Demonstragdo. Sabemos que, escolhido arbitrariamente o pon-

to o, a hipétese de existir lim £.(o) obriga este limite a ser o
nf+co

valor comum de todos os sublimites das funcdes £., tomadas no
ponto o. Entdo, admitida a existéncia da fungdo-limite nos termos
do enunciado, esta identifica-se com cada um dos sublimites extre-
mos do corolario 63’ e, por isso, ndo pode deixar de ser uma
funcéo boreliana, c.q.d.

Por fim, a questdo formulada no inicio do n.° 5 pode receber
resposta adequada através do

Corolario 63’”. «Dados os espagos mensuraveis do teorema 63,

uma fungdo x = {(«) é uma funcdo boreliana (em sentido lato)

t Quer dizer ndo se aceita o conjunto «© como possivel valor dum li-
mite.
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se e s6 se ela for o limite [ou limite uniforme] duma sucessio
formada por fungbes s.b. [ou e.b.].»

Demonstracao. Comecemos por referir que a uniformidade
mencionada no enunciado deve ser entendida nos termos conven-
cionados no decurso da demonstracao do teorema 61. Entdo, ndo
s6 a condicdo suficiente do enunciado ¢ uma consequéncia ime-
diata do coroléario 63", como também a respectiva condigdo ne-
cesséaria resulta do coroldrio 62’ [ou do teorema 61].

Exemplo 90. Seja L [ou 1] o sublimite maximo [ou minimo]
da sucess@o formada pelos nimeros reais yn (n = 1,2,3, ...), todos
pertencentes 2 recta real alargada X(x). Entdo, supondo L < + o
[ou 1> — *] e escolhido arbitrariamente um Xx>L [ou x <]],
ndo pode haver infinitos y» > x [ou y» < X] porque, se os houvesse,
deles se extraia um sublimite dos y. que seria > L [ou <1]. Daf se
conclui o seguinte: o caso L = — ®© [ou 1l = + *] faz corresponder
a qualquer x finito apenas um ntimero finito de excep¢des a desi-

gualdade y» < x [ou ya > x] e, por isso, impde a relacdo lim y, =
ntton

= — ® [ou + ®]; o caso de L e 1 terem um valor comum A finito
faz corresponder a todo o & > 0 apenas um nuimero finito de excep-
coes a dupla desigualdade A — <y, <A +te e, por isso, impGe

a relagdio lim yao=A. Como L= —%[ou 1=+ *®] conduz a
nT+ao0
L>1= — % [ou ] <L = + ®], reconhecemos o seguinte: ndo sd

a existéncia do limite torna necessdria a igualdade entre os sub-
limites mdximo e minimo (conforme menciondmos a propésito
da demonstracéo do corolério 63”), como também a dita igualdade
é suficiente para que haja limite (igual ao valor comum dos dois
sublimites extremos).

Exercicio 91. Dada a sucessao formada pelos niimeros ya.(n =
=1,2,3,...), todos pertencentes a recta real alargada X(x), prove
que tem lugar a (tripla) desigualdade

inff yo< limya< lim ya< sup ¥a;

1€n<+wo nt+oo nt+oo 1<n<<+00

examine os casos de igualdade (um deles ja tratado no exemplo
90).
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Exercicio 92. Dada a sucessao do exercicio 91, é possivel igua-
lar X 2 soma de dois conjuntos: um Y* formado por todos os x
especiais, sejam x*, tais que haja infinitos y. > x* [ou ya < x*];
outro Y** = Y*~ formado por todos os x especiais, sejam x**,
tais que haja apenas um ndmero finito (eventualmente nulo) de
termos ya 2 x** [ou y. < x**]. — Utilize Y*, Y** e, em caso de
incidéncia, o tnico nuimero finito que separa Y* e Y** para pro-
ceder a uma caracterizagdo alternativa dos sublimites extremos
da sucessdo dada. Em seguida, veja o que se passa com o esquema
supracitado quando se parte dum conjunto nio-vazio Y € X que
nio seja necessariamente uma sucessao.

Exercicio 93. Retome a situacdo do lema 63;, substituindo
ai o infimo s(e) pelo supremo S(«) das fungdes £i(w), supremo
esse com fungdo inversa r. Mostre que, seja qual for o nimero
real e finito b, se tem a igualdade

({— © <8() <b}) = A ne ({— ® <&(o) <D}).

Sera possivel utilizar este resultado para modificar a parte b)
da demonstracdo do teorema 63 de modo a evitar o uso do lema
62,?
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§ 26 — NOVAS PROPRIEDADES DAS FUNCOES BORELIANAS
E RELACIONAMENTO COM A ANALISE CLASSICA

1. Casos particulares mais importantes de transmissao
do caracter boreliano

Recordemos as convengdes relativas a (in)determinacées do
n.° 2 do § 25 e vamos generalizar o teorema 60 a funcoes borelianas
arbitrarias através do

Teorema 64. «Dado o espaco mensuravel [2(¢),A(A)] e dada
a recta de Borel alargada [X(x),B(B)], é boreliana toda a funcio
X = £(0), definida em @, que seja:

a) o médulo duma funcio boreliana;

b) a poténcia ndo-negativa ¢ com expoente constante, finito
e nao-negativo, quando a respectiva base for uma fungéo boreliana
e nao-negativa; '

¢) a parte positiva e a parte negativa duma fungéo boreliana;

d) o cociente determinado com dividendo e com divisor
iguais a fungdes borelianas ;

e) o produto dum ntmero finito de funcbes borelianas;

f) a combinac@o linear e determinada dum niimero finito
de fungdes borelianas (incluindo os casos do produto duma cons-
tante por uma funcdo boreliana, da diferenga entre duas fungdes
borelianas e da soma dum ntimero finito de fungdes borelianas).»
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Demonstracdo. Comecemos por notar que o enunciado cobre
as fungdes borelianas ndo alargadas (a este propédsito pode con-
sultar-se a parte final do n.° 4 do § 24). Posto isso, a alinea c)
ja foi vista a propésito do lema 62;; nas restantes alineas do
enunciado vamos substituir cada uma das func¢des borelianas a
transformar sucessivamente pela primeira, pela segunda, etc., pela
n-ésima, etc. funcio e.b. que a férmula 97) lhe faz corresponder,
isto com valor substituto ou — % ou 0 ou + ® num ponto o se e s6
se o respectivo nimero for também o valor original no mesmo
ponto o (a este propdsito pode consultar-se o texto subsequente
a férmula 97)). Nesta conformidade, a respectiva associacio de
funcdes, por hipétese determinada em @, é substituida por uma
sucessdo de associacbes decalcadas, todas elas determinadas em
Q e logo todas elas e.b. (conforme vimos no teorema 60). Ora
o comportamento especifico dos valores — ®, 0 e + © das fung¢des
tiradas da férmula 97) impde, quando nT+ ®, ndo sé que o teo-
rema 61 faca tender (em Q) qualquer sucess@o de associagdes
decalcadas para a associagido de fungdes que lhe deu origem, como
também que o corolario 63” obrigue a ultima associacdo a ser
uma funcdo boreliana, c.q. d.

Exemplo 91. Vale a seguinte propriedade: «O teorema 64
permanece valido se suprimirmos a exigéncia de determinacio
das alineas d) e f), sob a condicdo de escolhermos digamos o valor
0 para o ociente ou para a combinagao linear nos eventuais pontos
weD~ 0., com D igual ao conjunto mensurdvel coincidente com
a parte de 2 em que houver determinagdo.» — Com efeito, o caso
D = O, ¢ imediato porque nos faz cair na constante 0, tomada
em Q. Nos demais casos, a dedug¢do da mensurabilidade de D,
feita no exemplo 87, permanece valida, mesmo que se trabalhe com
funcdes borelianas arbitrarias em lugar de trabalhar com funcoes
e.b. Entdo, as associagbes de aproximagao (cociente ou combi-
nacdes lineares) utilizadas na demonstracdo do teorema 64 tor-
nam-se todas determinadas nos pontos ezD ¢, além disso, tornam-se
todas indeterminadas nos pontos weD~, nos quais vamos substituir
cada uma delas pelo numero 0. As associagdes assim ajustadas
sdo todas fungdes e.b., por causa do resultado do exemplo 87;
além disso, quando nf+®, elas tendem para a fun¢do de » cuja
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borelianidade vem afirmada no enunciado, uma borelianidade que
nio pode falhar por causa do corolédrio 63”.

Exemplo 92. Pode perguntar-se como se passam as coisas
quando as fungdes borelianas £u.(0) (n = 1,23,...) do corolario
63” deixam de ter limite definido em ©. Uma possibilidade de
tratar o caso serd trabalhar com um dos sublimites extremos, cujo
caracter boreliano fica garantido pelo coroldrio 63’. Outra pos-
sibilidade é a seguinte:

Atribua-se o valor 0 4 diferenca £(») entre o sublimite méximo
L(o) e o sublimite minimo I(»), quando tomada nos eventuais
pontos «eD~, com D~ a referir o conjunto caracterizado pela rela-
cdo 1(0) = L(e0) = * ®. Sabemos, pelos exemplos 87 e 91, que
D~ ¢ um conjunto mensuravel e que a diferenca £(») supracitada
é uma funcdo boreliana. Sendo 7 a funcéo inversa de £, o conjunto
K~ formado pelos pontos o em que as fungdes §. deixam de ter
limite serd o conjunto dado pela relagdo (compare-se com os resul-
tados do exemplo 90)

K- = ({0 < (o) <+ ®})eA.

Concluimos nédo s6 que é mensurdvel o conjunto K formado
pelos pontos o em que as fungdes . tém limite, como também que
o corolério 63’ e o teorema 48 obrigam a ser boreliana toda a res-
tricdo de qualquer sublimite extremo dos & ao conjunto K e, por
isso, obrigam a ser boreliana a fungio que sobre K~ vale 0 e que
sobre K coincide com o limite dos &,.. E interessante notar que a
falta de limite para uma sucessio formada por funcées borelianas
pode ser suprida (em termos de borelianidade) com uma facilidade
muito maior do que poderia parecer a primeira vista.

Exemplo 93. Vale a seguinte propriedade: «Uma funcio x =
= £(v) ¢ boreliana (finita ou em sentido lato) se e sé se forem
simultaneamente borelianas as suas partes positiva e negativa.»
— Com efeito, trata-se duma consequéncia imediata das alineas c)
e f) do teorema 64 e da férmula 92a) (onde a diferenca nunca é
indeterminada).
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2. Séries e produtos infinitos com termos borelianos

Posto isso, retomemos 0s espagos mensuraveis do teorema 64.
Dada uma série [ou dado um produto infinito], cujo termo gené-
rico seja uma fungdo real e finita én(eo) (n =123, ...) definida
em £, a soma [ou o produto] dos n primeiros termos tera, quando
nT+ @, o limite £(v), finito ou * * para cada o, num certo conjunto
K €. Nos casos em que K ndo for vazio, ficamos com uma
funcdo real £(o) de dominio K, a que vamos chamar funcdo-valor
da série proposta [ou do produto infinito proposto]. Note-se que
pusemos de lado os niumeros * © como valores dos termos, por-
que assim simplificamos o processo sem excluirmos a possibili-
dade de acesso a esses niimeros através da funcdo-valor.

Neste contexto, podemos enunciar o

Teorema 65. «<Dado o espago mensuravel [Q(w),A(A)] e dada
a recta de Borel alargada [X(x),B(B)], entdo toda a série [ou
todo o produto infinito] cujo termo genérico seja uma fungio
boreliana e finita é tal que ou ndo hi fun¢do-valor ou entdo ha
uma funcdo-valor que tera dominio mensurdvel K, sera boreliana
se K =@ e, se K propriamente contido em Q, serid extensivel a
uma func¢io boreliana por atribui¢do do valor fixo 0 sobre K—.»

Demonstracao. Sejam &(0) (n=1,2,3,...) os termos borelianos
e finitos do enunciado. Caso haja fungdo-valor £(e) com dominio
K (por natureza niao-vazio), é 6bvio que ¢ é o limite, quando nt+®,
da soma finita e determinada [ou do produto finito e determinado]
das n primeiras fung¢bes £ com indice, soma essa [ou produto esse]
que ¢ boreliana por f) [ou boreliano por e)] do teorema 64. Nesta
conformidade, sabemos, pelo exemplo 92 devidamente adaptado,
que K € mensurével em relagao a (2,4) e sabemos também, pelo
coroldrio 63°, que é boreliano o sublimite minimo 1(¢) da soma
[ou do produto] dos # primeiros ¢ com indice. Ora, por um lado,
qualquer restri¢do de 1(») a K é boreliana, pelo teorema 48, e,
por outro lado, a natureza da restricdo € tal que ela coincide com
£(w) sobre K e pode valer 0 nos eventuais pontos «eK™, c.q.d.
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Observagdo. O sublimite minimo 1(») referido na demonstra-
¢do precedente, ou entdo o correspondente sublimite méximo L(o),
é sempre uma funcdo definida em Q que pode ser utilizada para
tirar uma funcédo boreliana de qualquer série [ou produto infinito]
com termos borelianos e finitos.

Exemplo 94. Um caso particular da versao do teorema 65
relativa a séries € o caso das séries de poténcias, quer dizer o
caso em que o termo genérico £n(e) (n=123,...) é da forma
Co-1° [E(0) — c]™! (recorde-se a convengdo 0° = 1), com £&(w)
a designar uma funcdo boreliana e finita e com c e cada um dos
cn-1 a designar uma constante real e finita. Com efeito, o teorema
65 é aplicéavel porque o termo genérico supracitado (obviamente
finito) é boreliano, conforme se reconhece através de a) do teo-
rema 59 e de f) e e) do teorema 64. Acresce que as séries de po-
téncias oferecem facilidades especiais através dos conhecidos in-
tervalos de convergéncia (centrados em c). Se 0s C.-1 forem todos
nulos a partir dum certo #, entédo fica um polindmio inteiro igual
a fungdo-valor, esta finita e boreliana.

3. Composicdo de fungdes continuas e de fungdes
de Baire com fun¢oes borelianas

Dada a funcéo real x’ = f(x) = f(x;, %, ... , Xn), com dominio
K contido no produto X das N<+« rectas reais Xa(n=1,2,...,N)
e com contradominio K’ contido na recta real X’, ndo sé sabemos
que a fungdo f é continua em K se e so se ela for continua em cada
ponto xeK, como também sabemos que a func¢éo f é continua num
ponto fixo X = (X1, %, ..., Xn)eK se e s6 se X' = f(X) for igual ao
limite de f(x) quando x:K tender para X e, portanto, igual ao
limite de f(x) quando cada uma das coordenadas x. de x¢K tender
para a coordenada homdloga X, de x (eventualmente por valores
todos iguais a X»). Estas consideracdes podem transcrever-se para
uma continuidade a que podemos chamar alargada ou em sentido
lato, a qual se obtém substituindo no texto anterior os espagos
reais X’, X e X, pelos seus homoélogos alargados respectivamente
X’, X e Xa, quer dizer consentindo os valores — ® e + ® para x’
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(e X’) e para cada x. (e Xaz). Claro que esta continuidade alargada
inclui a continuidade vulgar na qualidade de caso particular.

Posto isso, vamos apresentar o

Teorema 66. «Dado o espago mensuravel [Q(e), A(A)],
dado o espago de Borel alargado a N<+ © dimensoes
X [Xu(Xn),Ba(Ba)] =[X(x) ,B(B)] e dada a recta de Borel alar-

1<ngN —_—
gada [X’(x’), B’(B’)], considere-se um vector boreliano a N di-

mensdes x = £(v), com contradominio E < X, e admita-se que
f(x1,%s, ... ,Xx) = f(x) ¢ uma fungdo continua em sentido lato,
com dominio igual a E e com contradominio contido em X’
Entdo, sendo X, = &(e) (n=12,...,N) as coordenadas de x,
a composicio f(£i(0),&(w), ..., Ex(0)) resulta uma funcdo bore-
liana com respeito a (X’,B’). Em estilo mais abreviado e menos
preciso: E boreliana toda a fungdo continua dum vector bore-
liano.»

Demonstracdo. Seja qual for o valor de n entre 1 e N, extremos
incluidos, o teorema 57 garante que £.(o) ¢ uma fungdo boreliana,
a qual tera uma fungo inversa 7. e serd, de acordo com o teorema
61, o limite (uniforme) duma sucessdo formada por fungdes e.b.,
digamos Xa,p, = &np(0) (p = 1,2,3,...) com dominio comum €, fun-
cbes essas que poderiam ser as do ultimo membro da férmula 97),
com p em lugar de n e com 7. € X em lugar de 4 e x, mas que
aqui convém escolher iguais a

(=) T, oy @)+

+ : s +
(—oo<§<+oo [ens I’Tn ({—;C—p<xn< l;f D) (o)1)

+((+ w).In ({+00}) (‘"))(Pz 1’2)3""): (97’)

onde k percorre a sucessdo ..., —2, —1,0,1,2, ... e onde, fixados %,

nep,o factor Yr,n,p YEpresenta um numero nao sé pertencente ao

}, como também obrigatoria-

intervalo Jip = {— <z <
2° 2°
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mente igual a um valor fixo escolhido entre os valores assumidos
por £(w), sempre que tal for possivel (quer dizer sempre que
a indicatriz do transformado inverso 7.(Jx,) for distinta da cons-
tante 0). Com efeito, escolhido arbitrariamente o valor de n, pode-
mos adaptar a parte da demonstragdo do teorema 61 que € pos-
terior a férmula 97) do seguinte modo: retirando o papel especial
reservado ao numero 0 (que agora ndo nos preocupa cComo even-
tual causador de indeterminagdes); pondo 97’), Xa, Xa, én, 70, M,
Ex, Us, p € £u,p em lugar de respectivamente 97), X, x,§,1, M, E, U, n
e £.; concluindo que € e.b. cada uma das funcdes &5, que vale
uniformemente em 0:U.5%0, a relacdo |&(e) — &np(e) | <1/2710
(quando pf + ®) e que a fungéo £ ¢ limite uniforme das funcdes
e.b. £&u,. Logo a continuidade de f da

f(€1(w), (), ... yEn(o)) =
= f( lim &,(e), lim &(0), ..., lim éx(e)) =
pt+oo pi+oo pt+oo

= ;;I‘E?;J f(‘fl,p(m), EZ,P('”); ey éer)(m))l

onde, seja qual for p, o argumento do ultimo limite é uma funcdo
e. b., isto pelo teorema 58 se N> 1 e pelo exemplo 83 se N = 1.
Em face disso, o corolario 63” permite terminar a nossa demons-
tragao.

Embora existam vérias definicbes do conceito de funcdo de
Baire, convencionemos atribuir esta designagdo a qualquer funcéo
que seja o limite duma sucessdo formada por funcdes continuas
em sentido lato, todas com o mesmo dominio contido em X e cada
uma com contradominio contido em X’. Em particular, é fungio
de Baire toda a funcdo continua em sentido lato com dominio
contido em X e com contradominio contido em X’, isto porque
uma tal fungdo coincide com o limite duma sucessédo cujos termos
sdo todos iguais a prépria funcédo. Por outro lado, existem funcdes
de Baire descontinuas, conforme se pode ver através do caso se-
guinte:

(X,B) ¢ uma recta de Borel alargada; cada uma das funcées
[x]P(p =1,23,...) é uma fungdo continua em sentido lato, com

dominio igual a X; lim [x|° vale 0, 1 ou + ® respectivamente
Pi+oo

323



para |x| <1, |[x| = 1 ou Ix| > 1. Note-se que os dois ultimos limi-
tes falham se substituirmos [x | por x° e se em seguida supusermos
x< — 1.

Posto isso, apresentemos o

Corolario 66’. «Dados 0s espagos mensuraveis do teorema 66,
é boreliana toda a funcdo de Baire tomada num vector boreliano.»

Demonstracdo. Seja E < X o contradominio do vector bore-
liano referido no enunciado. Ora, se considerarmos a nossa fungio
de Baire como fungdo definida em E, ela serd ai o limite duma
sucessdo formada por funges continuas. Logo, se considerarmos
a composicdo da nossa funcdo de Baire com o vector boreliano
em causa, ela serd o limite duma sucessao formada por composi-
¢oes de fungbes continuas com o dito vector boreliano, composi-
cdes essas todas borelianas em virtude do teorema 66. Nesta con-
formidade, o corolério 63” permite terminar a nossa demonstragao.

Observagio. Seja qual for o (contra)dominio E € X, podemos
chamar: fungbes de Baire da classe 0 as funcdes continuas do
tipo f usado no teorema 66; fungées de Baire da classe 1 aquelas
funcdes de Baire acima definidas que sejam descontinuas (quer
dizer que ndo sejam da classe 0); funcdes de Baire da classe 2
as funcbes que nio sejam de Baire de classe €1 e que possam
obter-se a partir das funcdes de Baire da classe 1 por uma passa-
gem ao limite, decalcada da que nos levou das suas homénimas
da classe 0 para as suas homoénimas da classe 1; etc.. Entéo, seja
qual for o inteiro k > 0, o coroldrio 66’ e eventuais aplicagdes con-
secutivas do corolério 63” mostram que é boreliana toda a funcio
de Baire que tenha a classe k e que seja tomada num vector bore-
liano.

Exercicio 94. Examine as diversas alineas do teorema 64 e
assinale os casos em que a borelianidade a provar incide sobre
uma fungdo continua (em sentido lato), tomada num vector bore-
liano, e, por isso, se reduz a uma aplicacdo imediata do teorema
66.

Exercicio 95. Proposta uma funcéo boreliana do tipo referido
no corolario 62°, forme sucessoes de fungdes s. b. que tendam para

324



a funcdo dada e que se encontrem impossibilitadas de assumir
algum dos valores — ®, 0 e + ©, Utilize o processo para estender
o teorema 64 a casos de indeterminagdo, por uma via diferente da
usada no exemplo 91, recorrendo, para o efeito, a associagdes de
aproximacio isentas de indeterminacbes e aos eventuais limites
de tais associag¢des. O novo processo sera melhor do que o anterior?

4. Casos particulares notaveis

Retomados os espagos mensuraveis (2,4), (X,B) e (X’,B*) do
teorema 66, vamos particularizar supondo que (2,4) é um espago
mensuravel resultante da restricio de (X,B) a algum boreliano.
Neste contexto, temos o

Teorema 67. «Dada a recta de Borel alargada [X'(x), B'(B")]
e dado o espaco de Borel alargado a N <+ ® dimensdes
[X(x),B ('B)], com ponto genérico x de coordenadas x.
(n=1.2,...,N), resulta boreliana qualquer fungéo f(x1,%, ..., xx) =
= f(x) que seja a restricdo a um boreliano B € X duma funcdo
definida em X, que tenha contradominio contido em X’ e que
seja continua em sentido lato [ou dalguma classe de Baire].»

Demonstragdo. Comecemos por recordar a definicdo de res-
tricio duma funcdo definida em X a um conjunto K £ X, igual
a funcdo considerada sobre K e igual digamos a 0 nos eventuais
pontos xsK . Ora, igualado o espago mensuravel (X,B) do enun-
ciado ao espaco mensuravel (2,4) do teorema 66, a fungio idéntica
X = o é um vector boreliano a N > 1 dimensées com contradomi-
nio X, isto porque a correspondente transformacéo inversa con-
serva todos os conjuntos contidos em X e, por isso, conserva os
borelianos contidos em X. Dai e do teorema 66 [ou do corolario 66’
e da observagao anexa] resulta a tese no caso partlcular de se ter
B = X. Por fim, o caso B propriamente contido em X arruma-se
recorrendo ao teorema 48, c. q. d.

Exemplo 95. Retomemos as hipéteses do teorema 67 mudando,
porém, f para uma funcdo definida num intervalo J (a N dimen-
sbes) nao-vazio, limitado e fechado onde f seja uma funedo limi-
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tada e integrdvel no sentido de Riemann. Vamos chamar extensdo
nula de f a X e vamos designar por F a nova fungio que coincide
com f em J e que toma o valor 0 em todos os pontos de J~. Claro
que F é uma fungdo limitada em X a qual, escolhido arbitraria-
mente um intervalo fechado J € X, resulta integravel no sentido
de Riemann em J, tendo o respectivo integral (N-multiplo) um
valor finito e igual ao valor do integral de F sobre o intervalo
fechado JAJ .t — Ora, seja qual for n tal que 1 <n <N, vamos
redesignar por y. a coordenada (variavel) x. nos casos em que ela
aparecer em duas versdes distintas. Entdo, ndo sé podemos poér

J= {angyngbn}, (103)
1<n<N

com — ® < a, € by <+ ® para cada n,

como também estamos a admitir que existe e logo € finito o inte-
gral de Riemann N-multiplo e definido (quer dizer com intervalo
de integragédo fixo e a N dimensoes)

S, F(yy, ¥z, ..., yx) dyrdyz ... dyn = f  F(y)dy (104)

(cujo valor pomos igual a 0 caso se tenha a. = bs para algum n).
Se fixarmos apenas o ponto a = (ay, az, ... ,an) (de coordenadas
todas finitas) e se substituirmos, seja qual for n, o intervalo li-
near fixo {a. < ya < ba} pelo intervalo variavel {inf (a., x,) <ya <
< sup (an,Xa)}, com X» a percorrer a respectiva recta de Borel
alargada X., entdo correspondem o intervalo (a N dimensdes)
variavel

Je=Ju, 5, .o 2y =% {inf(2n, Xa) <ya <sup(as,x.)}  (103’)

e a fungdo de x = (X1,X, ..., Xx) finita e dada por

S

xlaxzi-'-r

. F(yy, 32 ... ,yn) dyrdy:...dyx = f, F(y)dy, (104)
N x

t A este propésito pode consultar-se o exemplo 16, onde a intersecgido
sera fechada por serem fechados os dois conjuntos secantes.

326



um integral de Riemann N-multiplo e indefinido (quer dizer com
intervalo de integragdo dependente de x e a N dimensdes). Este
integral ¢ uma funcdo continua de x com dominio igual a X, isto
pela teoria cléssica do integral de Riemann (N-multiplo). Logo
o teorema 67 na versio B = X conduz & seguinte propriedade:

«Proposta uma funcéo f limitada e integravel no sentido de
Riemann sobre um intervalo a N < + ® dimensdes, dado pela fér-
mula 103), basta fixar o ponto de coordenadas a» para que a exten-
sdo nula F de f ao respectivo espago real alargado conduza a um
integral indefinido que nédo sé é boreliano, como também é dado
pelas férmulas 103’) e 104°).»

Exemplo 96. _\Iale a seguinte propriedade: «<E dada a recta de
Borel alargada [X'(x’), B’(B’)l e é_dailo o espago de Borel alar-
gado a N <+ ® dimensdes [X(x),B(B)], com ponto genérico x

de coordenadas x.(n = 1,2,...,N). Entdo, escolhido arbitraria-
mente um boreliano nédo-vazio 8 € X, resulta boreliana qualquer
fungdo F(xy,x,, ... ,Xy) = F(x) = x’ que tome o valor 0 nos pontos

xef~ e que seja continua em sentido lato [ou dalguma classe de
Baire] sobre B.» — Com efeito, igualado o espago mensuravel
(Q,4) a restricdo (X,B) /B, entdo a funcdo idéntica x = o = £(0),
certamente mensuravel, resulta um vector com respeito a (X,B),
cujo contradominio sera 8 e que sera boreliano (veja-se o lema
47,). Dai e do teorema 66 [ou do coroldrio 66’ e da observacio
anexa] concluimos que a fungdo F(x), tomada em B, serd uma
funcdo f(x) continua em sentido lato [ou dalguma classe de Baire],
que resulta boreliana quando se parte de (X/B, B/B). Como
todo o conjunto B/B=B/8 pode ser reinterpretado como boreliano
B A B:B, concluimos que a fungio F(x), tomada em X/8 ou melhor
em BeB, sera uma fungdo mensuravel quando se parte de (X,B),
pelo que o teorema 45 obriga a fungdo F(x) referida no enunciado,
tomada em X, a ser efectivamente boreliana, subentende-se quando
se parte de (X,B). — Talvez valha a pena acrescentar que a pro-
priedade supracitada cobre os casos correntes na Andlise classica,
quer dizer os casos em que .8 < X propriamente contido em X e
em que um dos conjuntos B e X — B é ou intransnumerével ou
aberto ou fechado ou resultante dum ndmero finito (e diminuto)
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de conjuntos dos tipos mencionados por meio de operagdes inter-
nas (unides, intersecgdes e subtracgdes), em qualquer dos casos um
boreliano de B (veja-se o n.° 3 do §20).

Observacao. Caso a subfungéo de F (do exemplo 96) com do-
minio .8 admita uma extensdo F a X que seja continua em sentido
lato [ou de alguma classe de Baire], entdo a prépria funcdo F
(tomada em X) sera uma restricdo de FaB, pelo que a proprie-
dade em causa passa a ser uma consequéncia imediata do teorema
67. Que esta simplificagdo nem sempre se encontra acessivel, é um
facto que o leitor pode constatar estudando o exercicio 96 proposto
a seguir.

Exercicio 96. Dadas as rectas de Borel alargadas (X,B) e
(X’,B’), mostre que a fungio X’ = sen (1/x) tem o dominio X—{0}
e é uma funcdo tal que todas as suas extensdes a X resultam
descontinuas e borelianas.

Exercicio 97. Dado o espaco de Borel alargado (X,B) a N< +®
dimensdes e dada a recta de Borel alargada ()T’,EP), considere,
por um lado, um intervalo fechado 7 propriamente contido em X
com interior J nao-vazio e suponha, por outro lado, que x’ = f(x)
¢ uma fungdo continua em sentido lato com dominio K tal que
J <K £J. Mostre que a existéncia dum limite (eventualmente
igual a * %) da funcdo f em cada ponto xeJ—K possibilita duas
extensdes consecutivas de f, ambas continuas, a primeira a J e,
a partir desta, outra a X. Haver4 unicidade para cada uma das
extensoes referidas?

5. Derivag@o e borelianidade

Conservando a linha genérica estabelecida no n.° 4, vamos
particularizar mais uma vez, admitindo que o espago de Borel
(X,B) tem dimensionalidade N = 1 e, portanto, é uma recta de
Borel alargada. Neste contexto, vamos apresentar o

328



Teorema 68. «Dadas as rectas de Borel alargadas [X(x),B(B)]
e [Y(y),C(C)], sejay = f(x) uma fungdo finita e mensuravel num
intervalo J n#o-vazio, limitado & esquerda [ou & direita] e da
forma {a<x<b} [ou {a<x<b}]. Caso exista em J a fungdo
ya=fa(x) [ou y.=f%(x)], a semiderivada a direita [ou a es-
querda] de y com contradominio contido em Y, entdo resulta
boreliana a fungdo que ¢ igual a y’a [ou y'] nos pontos xeJ e que
¢ igual a 0 nos pontos XeJ~.»

Demonstragdo. Antes de mais nada, chamamos a ateng@o para
a redesignacio da recta de Borel [X'(x),B’(B’)] do n.° 4 pela ex-
presséo [_Y(y),E(E )], posta no enunciado pela conveniéncia de
evitar confusdes com o simbolismo cl4ssico relativo a derivagao.
Por outro lado, vale — ® <a [ou b< + ®] (ndo ha lugar para
semiderivadas nos pontos * ®), supde-se y finito (apenas se deri-
vam funcées finitas) e, além disso, s6 se consideram semiderivadas
com contradominio contido em Y (estdo fora de causa limites
de razdes incrementais que sejam infinitos sem sinal declarado).

Posto isso, considerem-se ntimeros hy(p = 1,2,3, ...) positivos
[ou negativos] com limite igual a 0 quando pT+ *. Se ampliarmos
f(x) para uma funcio boreliana definida em X mediante a con-
vengdo f(x) = 0 nos pontos xeJ~ (veja-se o teorema 45), entdo,
seja qual for o valor de p, a funcdo g(x) = f(x +h,) tem o domi-
nio X e resulta boreliana, por ser a composicado da fungdo continua
x + h, com a funcdo boreliana f (vejam-se o teorema 67 e o coro-
lario 47’). Logo, seja qual for p, a razdo incremental (lateral)

Ry(x) = [go(x) — £(x)]1/hs

sera finita e definida em X e, portanto, resulta boreliana pela
alinea f) do teorema 64. Quando pT+ , entdo Ry(x) ndo s6 tende
para a funcio referida na respectiva versdo da parte final do enun-
ciado, como também tende para uma funcdo boreliana de acordo
com o coroléario 63”, c.q.d.

Uma consequéncia facil do teorema 68 é o

Corolario 68’. <O teorema 68 permanece valido em ambas as
versGes se, por um lado, J significar um intervalo ndo-vazio e
aberto arbitrario e se, por outro lado, mantivermos toda a parte
restante do enunciado.»
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Demonstracdo. Sendo J um intervalo nao-vazio da forma
{a<x<b}, podemos introduzir nimeros k, positivos [ou nega-
tivos], com limite igual a 0 quando pT+ ®, e podemos acompanhar
a demonstracao do teorema 68 até chegarmos a razdo incremental
R,(x), finita e boreliana para cada p. Quando pT+ %, o corolario

63’ garante a borelianidade de ]Ta:n R,(x), sublimite maximo esse
PT+oo

que coincide com a fungédo referida na correspondente versio da
parte final do enunciado, isso em todos os pontos com possivel
excepgdo de afou b]. Como {a}eB [ou {b}eB], a parte comple-
mentar do teorema 45 permite terminar a nossa demonstragéo.

O assunto em estudo fica arredondado através do

Corolario 68”. «<Dadas as rectas de Borel alargadas do teorema
68, seja y = f(x) uma funcéo finita e mensuravel num intervalo I,
nao-degenerado e isento dos pontos x = * ®©. Caso exista em 1
a fungdo v’ = P(x), a derivada de y com contradominio contido
em Y, entéo resulta boreliana a fungdo que é igual a y’ nos pontos
xel e que € igual a 0 nos pontos xeI~.»

Demonstragdo. Caso se verifique a hipétese do enunciado,
sabemos, da defini¢do de (funcao) derivada num intervalo ndo-
-degenerado, que y’ € o valor comum de y’a € . nos pontos inte-
riores a I, além de ser a semiderivada do lado do intervalo nos
pontos extremos pertencentes a I. Nesta conformidade, vamos
designar: por ¢(x) a funcdo definida na parte final do nosso
enunciado; por ¢a(x) a sua homdloga boreliana que corresponde
a I—{b} pela primeira versdo do teorema 68 ou do corolario 68’;
por ¢o(x) a homdloga boreliana de ¢(x) que corresponde a I—{a}
pela versdo alternativa do teorema 68 ou do corolario 68’; por
¢(x) a indicatriz do interior de I, esta boreliana pela alinea b)
do teorema 59. Logo se reconhece que, seja qual for xeX, se verifica
a igualdade

o(x) = [pa(x) + ¢e(x)] - [179(x)/2],

pelo que a parte final do teorema 45 e as alineas f) e e) do teorema
64 provam a borelianidade de ¢(x), quer dizer a tese do nosso
corolério.
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Exemplo 97. Suponhamos que a recta de Borel [X(x),B(B)]
do estudo precedente coincide com o factor de indice fixo = ‘dum
espago de Borel multidimensional e alargado X [X:(x:),B«(B¢)].

teT

Seja y = f((xt, teT)) = f(x¢, teT) uma fungdo com dominio nio-
-vazio e com contradominio contido em Y. Podemos passar para
a «funcdo parcial» f (x) 1, que resulta de f se igualarmos x. a uma
constante admissivel para cada t 5= e se, feito isso, conservarmos
a variabilidade de x_nas condigGes admissiveis. A fungdo £ assim
obtida pode ser sujeita & mesma anilise a que se sujeitou f no
teorema 68 e nos seus corolarios. Assim somos levados a (semi)
derivadas de f (que ndo serdo sendo derivadas varciais de f em
ordem a x_), tomadas em intervalos e com ampliagcGes borelianas

definidas em 3(_7, essas conseguidas em cada caso pela atribuicdo
do valor 0 nos pontos pertencentes ao complemento do respectivo
intervalo de defini¢do. Talvez valha a pena insistir em que essas
derivadas parciais com ampliagbes borelianas exigem a fixagdo
prévia de todas as coordenadas x. de indice t~ .

Exercicio 98, Dadas as rectas de Borel alargadas (X,B) e (Y,C),
suponha que a fungdo y = f(x) € derivdvel (quer dizer admite
derivada finita) no intervalo significativo J. Nesta conformidade,
mostre que a derivada y’ = £'(x) ¢ uma funcéo de Baire de classe
k <1, desde que ela seja tomada em qualquer intervalo interior
a J. A propriedade subsiste se pusermos J em lugar dum intervalo
interior a J?

6. Monotonicidade e borelianidade

Dado um intervalo significativo J extraido da recta de Borel
alargada (X,B), entdo uma funcio real f(x) definida em T é clas-
sificada como sendo crescente [ou decrescente] em J se e s6 se,
escolhidos arbitrariamente dois pontos x’ e x”” > x’ pertencentes
a J, tiver lugar a desigualdade f(x’) < f(x”) [ou > f(x”)]. A funcgdo

+ Né&o h4 risco de confusido com alguma coordenada de indice = para
f, j4 que f tem contradomfnio contido na recta real Y.
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diz-se monoténica (por vezes mondtona) em J se e sé se ela for
af uma fungdo ou crescente ou decrescente. Para melhor compre-
ensao do que segue, podemos acrescentar que nao representa
nenhuma perda de generalidade a hipétese de J ser um intervalo
fechado de pontos extremos a e b, com — ® < a<b <+ ®: com
efeito, a teoria geral das fungdes crescentes [ou decrescentes]
ensina que x! a faz decrescer [ou crescer] f(x) para lifn f(x)=
xla

= f(a*), pelo que ou aeJ e f(a*) > f(a) [ou < f(a)] ou aeJ~ e pode
incorporar-se em J mediante a convengio f(a) = f(a*), isto sem
prejuizo do crescimento [ou decrescimento] ; por outro lado, a
teoria geral supracitada ensina que x1b faz crescer [ou decrescer]
f(x) para hTm f(x) = f(b™), pelo que ou bel e £(b™) < f(b) [ou

> f(b)] ou beJ~ e pode incorporar-se em J mediante a convencéo
f(b) = f(b™), isto sem prejuizo do crescimento [ou decrescimen-
to]. Indo mais longe, nem sequer representa perda de generalidade
a hipétese de o intervalo fechado T ser igual 2 recta X : com efeito,
se a > — ®, podemos por f(x) = f(a) para x<a e, se b< + =,
podemos por f(x) = f(b) para x> b, em ambos os casos sem
prejuizo do crescimento [ou decrescimento].

Posto isso, apresentamos o

Teorema 69. <Dadas as rectas de Borel alargadas [X(x),B(B)]
e [Y(y) C(C)] seja y = f(x) uma fungio monoténica, com domi-
nio igual a X e com contradominio contido em Y. Entdo, resulta
boreliana a restricio de f(x) a qualquer conjunto B € X.»

Demonstra¢do. Para comegar, o teorema 48 mostra que basta
provar a borelianidade de qualquer fun¢do y = f(x) monoténica
em X. Por outro lado, f(x) ¢ crescente [ou decrescente] se e s6 se
—f(x) for decrescente [ou crescente] ; além disso, o lema 62; ou
a alinea f) do teorema 64 faz com que a fungdo f(x) seja boreliana
se € s6 se for boreliana a sua simétrica —f(x); portanto, basta
provar que é boreliana toda a fungdo y = f(x) crescente em X.

Ora vimos, a propédsito da demonstracdo do lema 62;, que
¢ geradora de C a classe formada pelos borelianos {y=-®}= K.
e{—*2®<y<c} =K., com c finito e arbitrario. Se admitirmos
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o crescimento de f em X e se designarmos por g a fungédo inversa
de f na acepgdo da férmula 70), entdo, ecolhido um c tal que
—®<<c<+%: ou se tem g(K.) = O;Ceﬁ‘ ou se tem g(Kc)#Oi,
vamos igualar a X, o supremo dos x tais que xeg(K.), qualquer
x < x. pertencerd a g(K.) (por ter & sua direita pontos de g(XK.))
e assim concluimos que g(X.) é um intervalo, de extremos — ®
e X, e logo é um boreliano B. Nesta conformidade, o teorema 46
prova a borelianidade de f(x), c.q.d.

Dado o intervalo J = {a<x<b}, com ~®<a<b<+x gz
funcio real f(x), definida em J, diz-se ai de variagdo limitada (ha
quem diga de oscilacdo limitada) se e s6 se for finito o supre-
mo de

V=V_, . = 3 [f(x)—f(x) | (105)
12 IéDéP

X
,9“1

em relagdo a todos os numeros naturais P> 1 e a todos os nu-
meros reais Xo,Xi,...,Xp tais que a =% <x<...<xp1<x, =b.
Claro que uma tal funcdo ¢ forcosamente finita e que V cresce
quando se intercala um ponto de J entre algum x, e o seu ante-
cessor. Por um lado, V degenera na constante f(b)—f(a) [ou
f(a)—f(b)] se f for uma fungédo crescente [ou decrescente] em J
e, por outro lado, a Anélise cldssica ensina que uma funcio real
é de variacdo limitada em J se e s6 se ela for ai igual a diferenca
entre duas funcoes finitas e crescentes (designadas por fungdes
crescentes nos textos em que se consideram apenas funcdes
com valores finitos). Ora uma funcéo ¢(x) finita e crescente em J
¢ ai limitada, em virtude da relacdo — ® <¢(a) < ¢(x) <o(b) <+,
facto esse que nos faz concluir que é limitada em J qualquer fun-
¢do que seja ai de variagdo limitada. Por outro lado, dado J, é
finita e crescente a soma de duas fungbes finitas e crescentes e,
portanto, € de variacdo limitada a soma de duas fungées de varia-
cao limitada.

Postos estes preliminares, temos o

Corolario 69. «Dadas as rectas de Borel alargadas do teorema
69 e dado o intervalo J significativo, fechado e limitado, entio é
boreliana qualquer fungéo y = f(x) que tenha contradominio con-
tido em Y, que seja de variagdo limitada em J e que assuma o
valor 0 em todos os pontos xeJ~.»
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Demonstragdo. Seja qual for xeJ, podemos por f(x) = ¢(x)—
— ¢(x), onde ¢ e ¢ representam duas fungdes finitas e crescentes
em J. Se pusermos J = {a <x < b} e se convencionarmos ¢(x)
= ¢(x) = min [¢(a),¢(a)] parax < a e ¢(x) = ¥(x)
= max [¢(b),¢(b)] para x > b, entdo as funcdes ¢(x) e ¥(x), assim
estendidas 2 X, ndo s6 resultam ambas finitas e crescentes, como
também ficam com uma diferenca igual & funcio f(x) do > enunciado.
Entdo, o teorema 69 aplicado a ¢ e também a ¥ (em B=X)ea
alinea f) do teorema 64 (no caso da diferenca) sdo incidéncias
que permitem terminar a nossa demonstracéo.

o

Exemplo 98. Dadas as rectas de Borel alargadas do teorema
69, redesignemos por u a variavel x nos casos em que ela aparecer
numa segunda versdo, consideremos o intervalo significativo e
limitado J = {a < x<b} e suponhamos que F(x) é uma fungio
finita e crescente em J, a qual tem um contradominio contido em
Y, para a qual introduzimos as convengdes

F(a") = F(a), F(b*) = F(b),
F(x) = lim F(u) se xeJ—{a},

ufx

F(x*) = lim F(u) se xeJ—{b}
ujx

e em relagdo a qual é bem conhecido que os pontos xeJ em que
F(x~) < F(x*) se constituem em conjunto intransnumeravel, coin-
cidente com o conjunto formado pelos pontos de descontinuidade
de F. Posto isso, seja f(x) uma fungdo limitada em J (com contra-
dominio contido em Y), integrdvel no sentido de Riemann-Stieltjes
no intervalo principal J—{b} = {a<x <b} e com respeito a fun-
¢do integrante F(x), quer dizer tal que existe (e € finito) o integral
de Riemann-Stieltjes

f{ﬂ{u{b} f(u)dF(u) e II lT.l (mpgp{yp : [F(x;) - F(X;_l)]}),
(106)

onde P representa um niimero natural arbitrario > 1, onde xo = a
e xp = b, onde xy, Xy, ..., Xp-1 S230 pontos de divisdo de J (arbitra-
rios desde que dispostos por ordem estritamente crescente), onde

8p = sup (X,—Xp-1) é o chamado didmetro da decomposicdo de
1<p<P
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{a < x < b} nos P intervalos parciais J, = {X,-1 < x < X,} (estes con-
secutivos e disjuntos dois a dois), onde cada y, representa um
ntimero arbitrario desde que compreendido entre o infimo e o
supremo de f no intervalo J, com o mesmo indice, onde se supde
que os somatérios (formados nas condicbes referidas) se consti-
tuem em sucessdo em relacio a P ao longo da qual cada decom-
posicio de J—{b} resulta da anterior pela inser¢cio dum novo
ponto de divisdo e (além disso) o diAmetro 8» (certamente positivo
e decrescente) tende para 0 (além de P tender crescentemente para
+ ©) e onde, por fim, o simbolo Lim. refere que se trata dum
limite que deve ser sempre o mesmo para todas as sucessdes de
somatérios admissiveis em face do enquadramento estabelecido.
Entdo, se convencionarmos primeiro

f{,}f(U) dF(u) = f(x) - [F(x")—F(x)], (106"

para qualquer xeJ, e em seguida que, caso exista o integral esten-
dido a um intervalo principal G propriamente contido em J, ele
se transforma no integral estendido ao fecho [ou interior] de G
se lhe somarmos [ou subtrairmos] o integral obtido de 106’)
quando ai se iguala x ao ponto extremo de G que pertencer a G~
[ou a G], se fizermos isso, entdo obtemos um dos tratamentos pos-
siveis do integral de Riemann-Stieltjes para o qual, perante as
hipéteses e as convengdes estabelecidas, a Andlise cldssica garante
a existéncia dum integral finito em qualquer intervalo nao-vazio
K £ J, garante a aditividade do integral com respeito a decompo-
sigdes do intervalo de integracdo num numero finito de intervalos
parciais (disjuntos dois a dois e nem todos necessariamente signi-
ficativos), garante a identificacdo do integral com o seu homélogo
de Riemann sempre que F(x) = x e for fechado o intervalo de in-
tegracdo e, por fim, garante que, sendo L = {a<u < 8} o fecho
de K <7, vale a desigualdade

| f f(u) dF(u) | <{sup |f(u) [} (107)

{[F(B)—F(a*)]+ [F(e*)—F(a7)] + [F(B")—F(8)]1}.

Note-se que BeK~ [ou «eK~] permite suprimir a dltima [ou
pentltima] diferengca do segundo membro de 107), quer dizer o
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salto da fung¢do F no ponto 8 [ou «], e note-se também que a clas-
sificacdo de integrdvel para a fungdo f com respeito a F encontra
«a posteriori» a sua justificagdo perante a impossibilidade de o
integral existir sem ser finito. Talvez valha a pena acrescentar que,
proposta uma série convergente com termo genérico igual ao nu-
mero real vo(p = 1,2,3,...), eventualmente uma soma vulgar se
v, = 0 dum certo p por diante, entdo v,—0 quando p—>+® e o
valor da série sera dado pela férmula

5 w=Ilm [ 2 (s|w|], (106™)
1gp<t o Pt+oo  1<pgP
onde s,=1+1se v,>0¢e sp=—1 se v,<0 e onde se torna

notéria a possibilidade de enquadramento do segundo membro no
membro homoélogo de 106) (cujo estudo serd aprofundado por
altura da teoria geral dos integrais, ndo necessariamente de Rie-
mann-Stieltjes).

Posto isso, seja qual for o intervalo J(x) = {a <u<x}, com
xeJ, ndo s6 as hipdteses e as convengoes estabelecidas, como tam-
bém a nova convencdo de igualar a 0 o integral de f sobre o con-
junto vazio e com respeito a F, tudo isso faz corresponder a cada
xeJ um integral finito S(x) de f em J(x) e com respeito a F, o
qual se considera definido para uma determinada escolha de x
e se considera indefinido para um x varidvel em J. O integral in-
definido S(x) é uma fung¢do (com dominio J) que faz corresponder
a qualquer colecg¢do de 3 ou mais niimeros uq(q = 0,1,... ,Q <+»)
tais que a = wp < us < ... <ugy <uq = b, diziamos faz correspon-
der os intervalos {uqs Su<ug} = Us(q = 1,2, ..., Q) e os integrais

S(ug) =, , f(w) dF(u) (@ =0,,...,Q), com S(w) =0,

pelo que a aditividade dos integrais com respeito aos intervalos
de integracdo e a férmula 107) na versdo relativa a intervalos
principais conduzem, via 105), a

V=V | S(uq)— S(uq-l)l_ QIIU f(u) dF(u) | <

u Uz, ,uq -1 é {Q

< 3% {[ sup |[f(w)]|]- [F(llq_) - F(u;_l N <

1<a<Q ey + {%}

< [sop [ £Cu) | 1+ [F(b™) —F(a)] <+,

ued
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Logo é finito o supremo de V em relacao aos nimeros naturais
Q > 1 e aos numeros reais u,(q = 0,1, ...,Q), donde concluimos
que o integral indefinido S(x) é uma funcdo de variacdo limitada
em J. Dai e do corolério 69’ tiramos a seguinte propriedade :

«Dadas as rectas de Borel alargadas do teorema 69, dado o
intervalo significativo e limitado J = {a <x < b}, dada a funcdo
F(x) finita e crescente em J e com contradominio contido em Y
e, por fim, dada ainda a funcdo f(x) com valores em Y, limitada
em J e integravel no sentido de Riemann-Stieltjes em J—{b} com
respeito a F(x), com todos esses dados, resulta boreliana a fungao
que toma o valor 0 em todos os pontos xeJ~ e que coincide em J
com o integral indefinido de f no intervalo principal de extremos
a e x, isto no caso de se tomar a fun¢do integrante F(x).»

Podemos acrescentar que a propriedade precedente subsiste se
mudarmos o intervalo principal de extremos a e x para o intervalo
fechado de extremos a e x. Atendendo ao coroldrio 69, basta provar
que é de variacdo limitada em J o novo integral indefinido

T(0) = S sguny F) dF() = S(0)+ () - [FGH—F()D),
(108)

onde a igualdade final resulta da férmula 106’) e da aditividade
do integral com respeito aos intervalos de integracdo. Por outro
lado, j4 sabemos que S(x) ¢ uma funcio de variagdo limitada em
J e que, dado J, ¢ de variacdo limitada a soma de duas fungdes
de variacdo limitada. Nestes termos, s6 falta mostrar que é de
variacdo limitada em J a segunda parcela do segundo membro
de 108), uma propriedade decorrente da relacao

g ) - [F(x}) — FO) D — {((xp) - [F(x} ) = F(x7 )1} <

<{sup|f(x)]}-{ léﬁ,@[F(x;) — ) +Fx, ) ~ B, J1k<

xel

<2:[sup|f(x) |1 [F(b) —F(a)] <+,

xed
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Observagcdo. A generalizagdo do exemplo 98 a integrais de
Riemann-Stieltjes N-multiplos (com 1 <N <+ %), tomados em

borelianos B limitados sem serem necessariamente intervalares,
é muitas vezes facilitada pelo artificio de recorrer a um inter-

valo limitado J > 8 e de atribuir, em seguida, o valor 0 & fun¢do
integranda f(x) em todos os pontos xeJ—B; por outro lado, a
dita generalizagdo costuma ser notoriamente dificultada pelo pro-
blema de encontrar uma fungdo integrante F(x) adequada (cujo
«crescimento» com o ponto x de N> 1 coordenadas se revela
uma nogdo despropositada). Eis um assunto cujo estudo encon-
trara melhor oportunidade por altura da teoria geral dos integrais.
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§ 27 — FUNGOES BORELIANAS COMPLEXAS

1. Generalidades

Dados o espaco mensurével [©(«),A(A)] e o plano de Borel
alargado [X(x),B(B)] = 1<>'<< [Xa(%a),Ba(Ba)]1, podemos modifi-

car a figuracdo geométrica habitual de X = X;x X; através dum
plano de Descartes, substituindo este por um plano de Argand :

quer dizer interpretando, por um lado, o eixo das abcissas X; como
eixo real, onde o ponto de abcissa 1 representa a unidade real (e
positiva), e interpretando, por outro lado, o eixo das ordenadas
X, (suposto ortogonal ao outro eixo) como eixo imagindrio, onde
o ponto de ordenada 1 representa a unidade imagindria i = V' —1.,
Correspondentemente, os vectores reais e planos (ou a duas dimen-
soes) X = (x1,X2) = (£i(v), &(w)) = £(o) do n.° 3 do § 24, com coor-
denadas x; (abcissa) e x; (ordenada), passam para fungdes com-
plexas x = x1+1i % = &(0) +1-&(0) = £(e), com partes x; (a par-
te real) e x: (a parte imagindria), a cada uma das quais podemos
atribuir o dominio uniforme © mediante as convencoes referidas
a prop6sito das férmulas 66) e 67). Obtemos assim fungdes com-
plexas com dominio igual a € e com contradominio contido no

conjunto X formado por todos os ntimeros complexos.

Note-se que se fala em parte imaginaria x;; nido devido aos
valores assumidos por x; (que sio todos reais), mas devido ao
facto de i-x, substituir x, na passagem da interpretacdo antiga
para a nova.
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Por outro lado, os niimeros complexos admissiveis x; +1i-x»
incluem niimeros complexos infinitos, como (—®) +i-(+ ®), =+

FFi(=2), (FeYyFi: 1?, etc., e reduzem-se a mimeros comple-
x0s finitos se e s6 se as duas partes X; e X; forem simultaneamente
finitas.

Sabemos que ¢ biunivoca e reciproca a correspondéncia entre
nimeros complexos X; +1i-x; e vectores (reais e) planos (xi,x:).
Entdo, escolhido arbitrariamente um conjunto M < X, quer seja
boreliano BeB quer nio o seja, ele pode ser interpretado ou como
conjunto formado por pontos x = (x;,X2) ou como conjunto for-
mado por ntmeros x; + i-X;, conduzindo em ambos os casos ao
transformado inverso 7(M) € @, com 7 a representar a inversa da
funcdo £(w), esta interpretada ou como um vector plano varidvel
com o ou como uma fun¢io complexa da variavel o. Em ambos
os casos, a funcdo £(0) sera (por defini¢do) boreliana se e s6 se
pertencer a A o transformado inverso 1(B) de todo o boreliano
plano BeB ou, atendendo ao teorema 46, se e s6 se, escolhida ao
acaso uma e s6 uma classe G geradora de B, pertencer a A o trans-
formado inverso 1(G) de qualquer GeG.

Para indagar se uma funcdo complexa do tipo aqui referido
é uma func¢do boreliana ou se ndo o é, o caminho mais cémodo
é frequentemente o recurso ao

Teorema 70. «Considerem-se o espago mensuravel [2(e),A(A)],
o plano de Borel alargado [Xi1(x1),B1(B1)] x [Xa(x:),B:(B1)] e, por
fim, a fungdo complexa &(v) +i-£(0) com dominio igual a © e
com contradominio contido em X; x X.. Entdo, a funcdo dada sera
boreliana se e sé se forem simultaneamente borelianas as suas
partes real £i(v) e imagindria £(v).»

Demonstracao. Nao s6 as definicbes e convencoes estabeleci-
das equiparam a borelianidade da funcdo 4 +i.% a do vector
(%, &), como também a parte do teorema 57 relativa a vectores
(supostos planos) torna boreliano aquele vector se e s6 se forem
simultaneamente borelianas as fungdes £; e &, c.q.d.

Sabemos que, dado o numero complexo x = x; +1i-x;, 0 seu
modulo ou valor absoluto p é definido univocamente pela relacio
p=|x]|=(x+x%)"*>0 e, caso x ndo seja nulo nem infinito, a
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sua amplitude ndo-negativa minima © ¢ definida univocamente
X1 X2
pela relagdo 0 < ® = am(x) = arccos — = arcsen — < 2 7, a qual

implica x; = pcos ®, X2 =psen® e x/p =cos® + i-sen © = cis 6,
Neste contexto, tem interesse o

Teorema 71. «Com os dados do teorema 70, suponha-se que
a funcdo complexa proposta é uma funcdo boreliana £(v), que p()
é o seu médulo e que 0 (o) é a sua amplitude ndo-negativa minima,
estendida a © mediante a convengdo @(0) = 0 em qualquer ponto o
onde ¢ assumir um valor nulo ou infinito. Entéo, resultam bore-
lianas as fungdes p(w), ©(o), cos [@(w)], sen [0(v)] e cis [O(w)].»

Demonstracdo. Sendo (o) = £(0) +1i-&(w) a funcdo bore-
liana proposta, a parte da tese relativa ao médulo resulta da rela-
¢do p(o) = [£(e) + £(e)]'? > 0, do teorema 70 e das alineas e), f)
e b) do teorema 64 (tome-se cada uma das fungdes £ e & com
respeito a recta de Borel alargada de ponto genérico p, isto sem
prejuizo da respectiva borelianidade).

Visto o caricter boreliano de p, o transformado inverso de
{0 < p <+ *} serd um conjunto AeA. Entdo, as indicatrizes I.(w)
e Is+-(w) resultam borelianas pela alinea b) do teorema 59, as fun-
goes 7(0) = p(o) *Ii(0) T Ia-(0), &i1(0) = &(0) - Ia(e) + Ix-(o) e
&) = £(o) - Ia(e) resultam borelianas por e) e f) do teorema 64
e, por fim, as funcoes

&i(w)/7(0) = cos [0(0)] e &(o)/7(e) = sen [@(w)] (109)

resultam borelianas pela alinea d) do teorema 64. Nesta confor-
midade, o teorema 70 prova que € boreliana a fungdo cis [0(0)] ;
assim a nossa demonstragéo ficard completada se provarmos que
é boreliana a fungéo 0(e).

Ora, sendo 7 a funcédo inversa de £, os intervalos (borelianos)
By ={— ® <x <0}X{x; =0}, By={—0<x; <+ 2} x{0<x,<+®}
eB={—®<x <+t o}x{—x<x <0} ficam com transforma-
dos inversos n(Bx) = AxeA(k = 0,1,2), resultando a fungio @(«)
igual 2 soma de trés fungbes: a primeira igual a 0 sobre A; e igual
a = sobre Ao; a segunda [ou terceira] igual a 0 sobre A7 [ou A;]
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e, sobre A; [ou A;], coincidente com o ramo de arccos que é con-
tinuo no transformado directo (via cos @) de A; [ou A;] (transfor-
mado esse contido no intervalo aberto de extremos —1 e 1) e
que assume ai valores maiores do que 0 [ou 7] e menores do que
= [ou 2«]. Entdo: a primeira funcdo ¢ boreliana, em virtude do
teorema 48 ; a segunda [ou terceira] fungdo ¢ também boreliana,
isso porque ela se obtém restringindo a A; [ou A;]eA a composi¢io
da funcdo igual a cos [@(e)] sobre A; [ou As] e igual a =/2 [ou
37/2] sobre A; [ou A;] —esta boreliana pelo teorema 48—
com uma fungio arccos continua no contradominio da primeira
componente, como quem diz com uma func¢do que permite aplicar
o teorema 66. Em face do exposto, a alinea f) do teorema 64 mostra
que ®(w) é efectivamente uma funcido boreliana, c.q.d.

Exemplo 99. Vale a seguinte propriedade: «Com os dados do
teorema 70, uma funcgdo complexa definida em © resulta boreliana
se e s6 se for boreliana a sua conjugada.» — Com efeito: como
a conjugada da conjugada € a fungdo original, basta provar que
a borelianidade da fungdo ¢ = 4 +1i-£ implica a borelianidade
da sua conjugada E=£+1i-(—&). E o que sucede efectivamente,
em virtude do teorema 70 e do lema 62, ou de f) do teorema 64.

Exemplo 100. Vale a seguinte propriedade: «Com os dados do
teorema 70, resulta boreliana qualquer fungdo complexa definida
em Q e degenerada ai em constante.» — Com efeito, uma fungéo
do tipo referido tem partes (real e imagindria) que sdo ambas
constantes, logo borelianas (por a) do teorema 59). Assim o teo-
rema 70 prova a afirmagao feita.

2. Alguns casos importantes de transmissdo do caracter boreliano

Se quisermos estudar os eventuais limites de funcdes bore-
lianas complexas, entdo torna-se ttil o

Teorema 72. «Dados o espago mensurdvel [Q(0),A(A)] e o
plano de Borel alargado [Xi(x:),Bi(B:)] % [Xa(x:),B2(B:)], consi-
dere-se a sucessdo formada pelas fun¢des borelianas complexas
&(o) (p = 1,2,3,...), todas com contradominio contido em X; x X,
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e designe-se por K o conjunto dos pontos « para os quais a suces-
sdo tem limite. Entdo, ndo s6 Ke4, como também serd boreliana
a funcdo £(w) que ¢ igual a 0 em todos os pontos wctK~ e que €

igual a lim £(o) em todos os pontos weK.»
p—+oo

Demonstracdo. Caso K seja vazio, £(e) da a constante 0, to-
mada em &, e a propriedade do exemplo 100 prova a borelianidade
de £. Por isso, podemos supor que K é nio-vazio.

Podemos por K = K; A K;, onde K; €@ [ou K. < Q] refere o
conjunto dos pontos » em que as partes reais £,,(v) [ou imagina-
rias £&,,(»)] das funcbes borelianas £,(o) (partes essas também
borelianas pelo teorema 70) admitem limite (ou finito ou igual
a * ®), Viu-se, no exemplo 92, que K, e K; sdo ambos mensuraveis
e concluimos assim pela mensurabilidade de K.

Posto isso, as propriedade dos limites de sucessOes complexas
mostram que vale(em ©) a relacgéo

(o) = &i(0) Ti-&(e) = [ lim &ip(0)] Ti-[ lim &p(0)] =

p—+o00 p=»+0o0

-— lim CD(W')r
p—+ao

onde cada um dos simbolos £ com indices designa a fungao que
é igual ao correspondente £ nos pontos w¢K e que € igual a 0
em todos os pontos weK ™ Como as fungdes {1 € &2 (p = 1,2,3,...)
sdo todas borelianas, em virtude do teorema 48, o corolario 63”
e o teorema 70 impdem a borelianidade da fungdo £(e), c.q.d.

A extensdo do teorema 64 a funcdes complexas nio faz sentido
no caso da alinea c), além de ja ter sido efectuada no caso da
alinea a) (veja-se o teorema 71). Neste contexto, temos o

Teorema 73. «Dados os espacos mensuraveis do teorema 72,
resulta boreliana qualquer fungdo complexa, definida em © e com
contradominio contido em X;x X,, que seja:

a) a combinacio linear e determinada dum numero finito
de fungdes borelianas complexas ;

b) o produto determinado dum numero finito de funcdes
borelianas complexas;
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¢) o cociente determinado com dividendo e divisor iguais a
fungdes borelianas complexas ;

d) a poténcia principal com expoente constante, finito e nulo
ou positivo, quando a respectiva base for uma fun¢do boreliana
complexa.»

Demonstracdo. Atendendo a associatividade das operagdes
abrangidas por a) e b), quando determinadas e em numero finito,
nio perdemos em generalidade se considerarmos no méximo duas
fungdes borelianas complexas, digamos

E(w) = &(o) Ti &(0) e (o) = &(o) +i-&(0).

a) Sendoc=c tTi'c; e c= ¢ +1i-C duas constantes com-
plexas, a propriedade decorre de

ct+& = (cfi — bt Gl — &h) +i- (bt ok +EE+Gh),
do teorema 70 e da alinea f) do teorema 64.

b) A propriedade decorre de

8= (b — bh) +i- (hE+&E),
do teorema 70 e de €) e f) do teorema 64.

¢) A propriedade decorre de

gE = [(4E +6E) B+BR)] +i- [(—&a& +&E)/(E+8))],
do teorema 70 e de d), e) e f) do teorema 64.

d) Designados por « o expoente e por £(«) a base, podemos
definir a poténcia principal do enunciado como sendo a funcio,
definida em @, que ¢ dada pela relacido

(o) = p%(0) - cis [a* 6(0)], (110)

onde, por um lado, p*(w) representa a poténcia ndo-negativa (e
também principal) com expoente « e com base boreliana p(v) =
= | ()| e onde, por outro lado, ®(o) representa a amplitude
boreliana referida no enunciado do teorema 71. Pondo de lado
o caso imediato « = 0, a alinea f) do teorema 64 institui «- 0(o)
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em funcdo boreliana real, cujo contradominio E estd contido
no intervalo principal de extremos 0 e 2er. Como 0 coseno e o
seno sao fungdes continuas em E, concluimos, via teorema 66,
que sdo borelianas reais as fungtes cos [« ®(w)] e sen [e- @(w)].
Entdo, a funcéo £°(v), dada por 110), ser4 uma fungdo boreliana,
em virtude do teorema 70 e das alineas b) dos teoremas 64 e 73,
ciq.d.

Observagdo. Na justificagdo da alinea b) do teorema 73
convém evitar indeterminagbes da multiplicacdo, por exemplo
[(+®)+i-(+ ®)]? ao contrdrio do que sucede com a multi-
plicagdo homéloga de e) do teorema 64 (convengdo 0:(* ©) =
= (* ®) .0 =0). Todavia, a situacdo pode ser melhorada por
recurso aos moédulos e as amplitudes referidos no enunciado do
teorema 71.

Exercicio 99. Mostre que o teorema 65 permanece valido
quando se trabalha com um plano de Borel alargado e com ter-
mos borelianos complexos e finitos.

Exercicio 100. O que se passa com as alineas a) e c) do teo-
rema 73 se suprimirmos a exigéncia de determinagdo e se, em
contrapartida, atribuirmos o valor 0 em todos os pontos «sD~,
com D igual a parte de & onde houver determinagao?

3. Borelianidade, continuidade e composicio

Para funcOes complexas de varidveis complexas ha conti-
nuidade (em sentido lato) num dominio se e sé6 se houver conti-
nuidade (em sentido lato) em cada ponto desse dominio e, além
disso, hd continuidade (em sentido lato) num ponto se e sé se
o valor da fungéo nesse ponto for igual ao respectivo limite, este
um numero da forma e+ i-8, com — ® <8 < + ®, Neste con-
texto, apresentamos o

Teorema 74. «Dados o espaco mensuré.vel [Q(w) A(A)],
plano de Borel alargado [Xi(xi), BI(BI)] X [Xz(Xz), Bz(Bz)] e
outro plano de Borel alargado [Yi(y1), C1(C1)] X [Ya(ys), C2(C2)],
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considere-se uma fungdo boreliana complexa x; +1i-x; = §(e) +
+i-&(e), com contradominio igual a E < X;xX;, e admita-se
que y1 +i-y: = fi(xy, x2) +i-f2(x,%;) € uma fungdo complexa e
continua (em sentido lato), com dominio igual a E e com contra-
dominio contido em Y; % Y2. Entdo, a composicio fi(£1(e), £(e)) +
+1 - fa(£1(0), £(v)) resulta uma funcdo boreliana complexa com res-
peito a (Y1, C1) X (Y2, C2). Em estilo mais abreviado e menos pre-
ciso: E boreliana qualquer fungdo complexa e continua que seja
tomada nalguma func@o boreliana complexa.»

Demonstragdo. Por um lado, as propriedades das fungdes com-
plexas de varidveis complexas ensinam que a fungdo y; +i-y; €
continua (em sentido lato) sobre E<X;XX; se e s6 se for ai
contfnua (em sentido lato) cada uma das partes fi(x;,x2) e f2(x;,%2) ;
por outro lado, tiramos do n.° 1, ou talvez melhor dos teoremas
70 e 57, que x; T i- X; ¢ uma funcdo boreliana complexa com con-
tradominio E se e s6 se (&(o), £2(w)) for um vector boreliano com
contradominio E. Logo a hipétese de continuidade referida no
enunciado faz com que primeiro o teorema 66 torne borelianas
as duas composicoes fi(£1(e), £2(0)) e f2(£1(0), £(0)) e, em seguida,
o teorema 70 justifique a nossa tese.

Exemplo 101. Vale a seguinte propriedade: «Dados os planos
de Borel alargados do teorema 74 e escolhido arbitrariamente um
boreliano nao-vazio B € XX X;, resulta boreliana qualquer funcio
complexa da vari4vel complexa x = x; t i-x; que tenha contrado-
minio contido em Y; XY, que seja continua (em sentido lato)
sobre B e que tome o valor 0 em qualquer ponto xe8.» — Com
efeito, sendo y;: +1i-y2 = fi(x1, x2) + i fi(x1, X2) uma fungdo sujeita
as hipéteses do enunciado, cada _uma das partes f; e £, resulta
continua (em sentido lato) sobre 8 e toma o valor 0 em qualquer
ponto xe8-. Entdo, a propriedade do exemplo 96 torna borelianas
as duas partes referidas, pelo que o teorema 70 justifica a nossa
tese.

Exemplo 102, Vale a seguinte propriedade: «Dada uma fungéo
complexa de varidveis complexas em numero finito que seja bore-
liana, quando se parte do espaco de Borel alargado correspondente
a essas variaveis, entdo resulta boreliana a composigéao proveniente

346



da substituicdo das ditas varidveis complexas por outras tantas
fungdes borelianas complexas que sejam todas elas tomadas num
espago mensuravel comum.» — Com efeito, seja [2(»),A(A)] o
espago mensuravel comum referido, sejam Xm = Xm,1 T1i* Xm2 (M =
=1,2,...,M <+ ®) as varidveis que se substituem pelas funcoes
borelianas digamos

Em(m) = Em,l(ﬂ') +i 'Em,z(ﬁh)
e seja
£(x1, X0 000 X)) = y=ynti-pm= f1(x11, X1,2, ... , Xg2) +

e b fl(xl.‘v X102 e0e sy xM.Z)

a funcdo dada, por hipétese boreliana quando se parte do espago

de Borel alargado (X,B) a 2M dimensdes que corresponde as va-
ridveis reais X1, X1,3, ... , Xu,2. Entéo, f; e f, sdo duas fungGes reais,
definidas em

X = (il.l Xil,Z) X (}_(2,1 Xiz,z) X,.. X (-X-M,l X)_(M,z),

que resultam ambas borelianas em virtude do teorema 70 (devi-
damente adaptado). Sendo £ o vector de coordenadas &4, &1y, ... ,

£m,2, estas resultam borelianas gragas ao teorema 70, donde conclui-
mos, atendendo ao teorema 57, que o préprio vector £ resulta bo-
reliano. Entdo, o corolario 47 torna borelianas as composigées
fa(4(w)) (n = 1,2), pelo que resulta boreliana a funcdo complexa

fi(£(0)) T i f(§(e)) = f(&e),&(0), ..., fu(e)).

Fica assim provada a propriedade acima enunciada. — Caso a nos-
sa fungdo seja continua (em sentido lato) sobre o boreliano ndo-
wazio B € X e assuma o valor 0 em qualquer ponto xef-, este com-
portamento transmite-se a cada uma das partes f; e f;, que resul-
tam assim borelianas em virtude da propriedade do exemplo 96.
Niao havendo mais alteragdes, a dedugdo pode prosseguir nos mes-
mos moldes do caso geral supracitado e a composicdo final nio
deixa de ficar boreliana. — Outra hipétese € a de f ser uma funcdo
continua (em sentido lato) sobre o contradominio E do vector bo-

347



reliano £, situagdo essa que se transmite a cada uma das partes
f, e f;. Entdo, o teorema 66 torna borelianas as duas composigdes
fa(£(w)) e, portanto, o teorema 70 impde a borelianidade da fungio
complexa fi({(o)) +i-£:({(o)).

Observacdo. Recorreu-se ao corolario 47’ na parte final da jus-
tificagdo da propriedade do exemplo 102. Todavia, o recurso ao
teorema 47 permite substituir o pedido de borelianidade para
f(x1,%z, ... ,Xn) por outro pedido mais suave, cuja formulagdo
exacta deixamos entregue ao cuidado do leitor.

Exercicio 101. Dado um circulo aberto e ndo-vazio y (contido
no plano de Argand) e dada uma funcdo complexa de varidvel
complexa y = f(x) que seja holomorfa (quer dizer derivavel) sobre
v, mostre que, seja qual for o niimero finito e inteiro k > 0, existe
e ¢ boreliana complexa a func¢do que assume o valor 0 nos pontos
xey~ e que sobre y coincide com a derivada y®.

Exercicio 102. Dado um conjunto aberto e néo-vazio y, con-
tido no plano de Argand e limitado por um contorno fechado e
quase-lisot, suponha que y = f(x) ¢ uma funcio (complexa de
variavel complexa e) holomorfa sobre y. Nesta conformidade, mos-
tre que existe e é boreliana complexa a fungdo que assume o valor
0 nos pontos xey~ e que sobre y coincide com o «integral indefini-
do» de y ao longo dum contorno quase-liso, arbitririo desde que
contido em vy, emergente dum ponto fixo e terminando no ponto
genérico xey.

4. Consideragdes finais

Fechamos este pardgrafo com uma breve referéncia a uma
questdo que foi silenciada até agora e que estd subjacente a partes
muito consideraveis do estudo feito neste capitulo e nos §§ 14 e 20.

Dados os espagos de Borel alargados [X(x),B(B )] e
[Y(y),C(C)], vimos, no n° 2 do §22, que a fungdo de ligacdo
y = f(x), com dominio DeB e com contradominio contido em Y,

+ Veja a nota ao exemplo 25.
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se diz mensuravel se e s6 se a sua inversa g na acepgao da férmula
70) satisfizer a relagdo g(C)eB para qualquer CeC.

Nesta conformidade, todas as funcoes y = £(x) seriam mensu-
raveis se porventura todo o conjunto contido em X fosse um
boreliano B, incidéncia essa que tornaria completamente supér-
fluas as numerosas deducdes atras feitas, em que se justificou
ou o caracter boreliano de certos conjuntos contidos num espago
real (alargado) ou o caracter mensuravel de certas fungdes de Ii-
gacdo do tipo supracitado. Isto para néo falar na pouca credibili-
dade duma situacdo em que conjuntos e funcdes absolutamente
arbitrdrios (adentro do quadro tracado) ficariam dotados de es-
truturas surpreendentemente aperfeicoadas.

Retomando o primeiro dos espacos de Borel dados e supondo-o
multidimensional, podemos por (X,B) = X (X:,B:), onde cada fac-

tor € uma recta de Borel alargada. Se qualquer conjunto contido
em X fosse um boreliano B, entdo, escolhidos arbitrariamente
uma determinacdo de t e um conjunto néo-vazio C: € X, o resul-
tado 42b) faria com que pertencesse a B o cilindro contldo em X
e com base C:. Dai e do corolario 37 concluiamos pela igualdade
entre B: e a 4lgebra-c méxima tirada de X:. Portanto, sendo
(X.,B:) a recta de Borel correspondente a (X:,B:), o corolério 21’
provaria a igualdade entre B: e a dlgebra-c maxima tirada de X:.
Consequentemente, se L: fosse alguma sobreclasse de B, ela ndo
poderia deixar de fora nenhurh conjunto contido em X:.

Em face do exposto, reconhecemos que a situacdo «insélita»
supracitada se torna impossivel caso consigamos provar o se-
guinte : escolhida arbitrariamente uma recta de Borel vulgar (X,B),
existem uma classe L > B e um conjunto K £ X tais que Kel~.

Esta prova pode efectuar-se, mas convém adid-la para uma
fase posterior do nosso estudo, onde ela tenha melhor oportuni-
dade de cabimento.

Feita essa prova, podemos partir do espaco de Borel vulgar
(X,B) = X (X.,Bt) e, em seguida, podemos transcrever a dedugio

ter

acima feita, pondo X, B, Ci, Xi, B e B: em lugar de X, B, €, X,
B e B., para concluirmos que a situagdo «insélita», devidamente
transcrita, conduziria 4 identificacdo absurda entre cada B: e a
correspondente dlgebra-c maxima tirada de X:.
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